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ALGEBRE LINEAIRE

. DL-Déterminants Montrer que la famille (z — Argsh(Az))xso est libre

dans C* (IR, IR).

. Supplémentaires Soit E et F' deux K-ev de dimension finie, A un sous-ev

de E et B un sous-ev de F'. Montrer que les deux propositions suivantes sont,
équivalentes :

(i) 3 f € L(E, F)) { o= ?ﬂj’("%) (i) dim(A) + dim(B) = dim(E)

. Supplémentaires Soit £ un K-ev de dimension finie et f € L(E).

Montrer que Im(f) admet un supplémentaire dans E stable par f si et seule-
ment si Im(f) N Ker(f) = {0}.
En déduire que Ker(f) est 'unique supplémentaire de Im(f) dans E stable

par f.

. Produit par blocs Soit n € N*, a € K, L € M, »(K), C € M, 1(K).

a L
c I,

que A soit inversible, et calculer A~! dans ce cas.

On pose A = < ) . Donner une condition nécessaire et suffisante pour

. Déterminant de Van Der Monde

Soit 2z1,...,2n,2n+1 € € ot 'on a posé z,41 = z;. Considérons la matrice

3

A = (a;j)1<ij<n avec a;j = 25 + 2}, ,. Calculer det(A).

. Projecteurs-Sev stables Soit £ un K-ev, u € L(E) tel que u™ = idg

et F' un sous-ev stable par u. On se donne p un projecteur sur F' et on pose
q= %Zzzl ub opounhk,

Montrer que gou = u o q et poq = ¢q. En déduire que ¢ est un projecteur
vérifiant g o p = p, puis que Ker(q) est un supplémentaire de F' stable par wu.

. Projecteurs

Soit E un C-ev de dimension finie et u € L£(E). Montrer que u? = 0 si et
seulement si il existe un projecteur p tel que u =pou — u o p.

. AL définie par restriction Soit E et F deux IR-ev de dimension finie,

et G un sous-ev de E. On pose A = {u € L(E,F)/ G C Ker(u)}. Montrer
que A est un sous-ev de L(E, F) et déterminer sa dimension.
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Supplémentaires-Familles liées Soit k, n, p € IN*. On suppose que
p < n et que K est soit infini, soit de cardinal > k(n — 1). Soit E un K-ev
de dimension n et Fy,..., F} des sous-ev de méme dimension p.

Montrer que Fi, ..., F; admettent un supplémentaire commun dans E.

Produit par blocs Soit p, ¢ € N* et M € GL,44(K). On écrit :

(2] ()
{Ae./\/l( , pa(K), C € Myp(K), D e My(K)

), B€
Re My(K), Se My, (K), T € Myp,(K), U€e M, (K)
Montrer que det(A)det(R) = ( Ydet(U).

Supplémentaires-Projecteurs Soit £ un IR-ev de dimension finie et
Ly, Ly deux sous-ev supplémentaires dans £(E) tels que

V(f.9) € Li x Ly, fog+gof=0
Montrer que soit L; = {0}, soit L, = {0}.

Réunion de sous-ev Soit E un K-evet Ey,..., E, des sous-ev de E. On
suppose K infini ou bien de cardinal > s.

Montrer que U;l FE; est un sous-ev de E si et seulement si I'un des E;
contient tous les autres.

Restriction a supplémentaire du noyau Soit E et F' deux ev et
f, g € L(E,F). Montrer que Ker(f) C Ker(g) < 3he L(F)/ g=hof.

Ev sur un corps fini Soit K un corps de cardinal ¢ et E un K-ev de
dimension n. On fixe Ey un sous-ev de E de dimension r < n.

Combien Ej a-t-il de supplémentaires dans F ?

Projecteurs-Sommes directes Soit F un K-ev de dimension finie et
p1,...,ps des projecteurs tels que p; + - - - + ps = idg. Montrer que

Vi#j, piop; =0

Déterminant-Familles libres
Soit K un corps, A un ensemble et fi,..., f, des fonctions de A dans K.
Montrer que (f1,..., fn) est libre si et seulement si :

dxy,...,z, € A/ det(fi(xj)i,j 75 0
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Applications affines

Soit E D’ensemble des fonctions continues f : [-1;1] — IR telles que les
restrictions fj[_1,09) et fjjp;1) soient affines. Vérifier que E est un IR-ev et
donner une base de E.

Expression d’une AL de M, (K)

Soit P € GL,(C). On définit pp : 1@ = M)

i o PMP-! . Calculer Tr(pp).

Expression d’une AL de polynéme
Montrer que application définie sur IR"[X] par

z+1
(P=Q v Qw=[ P

est un endomorphisme de IR"[X], et calculer son déterminant.

Familles liées-Morphismes de groupes

Soit (G, «) un groupe et (K, x,+) un corps. Vérifier que I’ensemble H des
morphismes de groupes de (G, ») dans (K, x) est un K-ev.

On suppose que pi,...,p, € H sont deux-a-deux distincts. Montrer que
(p1,-..,pn) est libre sur K.

Van der Monde Soit ay,..., a, € C. Calculer le déterminant de terme

3 3

général 1 + af.

Dimensions Soit F un ev de dimension n et Ey, ..., E, des sous-ev de E.

On suppose que Y ,_, dim(Ey) > (p—1)n. Montrer que E; N...NE, # {0}.

Complexification soit £ un C-ev de dimension n, B = (eq,...,e,) une
C-base de E et f € L(E). On note f Papplication f en tant qu’application
IR-linéaire. Calculer det(f) en fonction de det(f).

Continuité du déterminant-Familles liées Soit E un K-ev de dimen-

sion m et (“511))716]1\1: e (u%p))nGIN des suites d’éléments de E. On suppose :

n—+oo

Vie{l,...,p}, ugf) — w;
Vn € IN, (uS), e ,u%p)) est liée

Montrer que (wy,...,w,) est liée.

Trace-AL Soit A, B € M, (K). Trouver toutes les matrices M € M, (K)
telles que M + A Tr(M) = B.
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Construction progressive d’une AL Soit £ un K-ev de dimension
finie et f € L(E). Montrer qu’il existe un projecteur p et un automorphisme
w tels que f =pow.

Rang d’une famille de vecteurs Soit (vy,...,v,) une famille de vec-
teurs de ’'ev E. Montrer que Vm < n, rg(vi,...,vm) > (V1,...,0,) + m—n.

Dualité Soit a,b,c € R et f, g, h les formes linéaires sur IRo[X] définies par
f:Pw—Pla) , g:Pw—P®) , h:Pw P'c)

Montrer que (f, g, h) est libre et déterminer la base dont elle est la duale.

Vecteurs propres-Sev stable-Van der Monde Soit F un K-ev,
f € L(E) et Ey un sous-ev de E stable par f.

Soit vy,...,vs € E tels que Vi, I\; € K/ f(v;) = A\jv; ot les A; sont deux-a-
deux distincts.

Montrer que si vy + --- + vs € Ey, alors Vi, v; € Ey.

Dualité Soit E et F' deux ev de dimension finie et u € L(E, F'). On rappelle
que tu € L(F*, E*) est définie par ‘u(f) = f o u. Montrer que :

t

e u injective = 'u surjective;

t

e y surjective = ‘u injective.

Noyaux itérés Soit E un C-ev de dimension n et f un endomorphisme de
E supposé non nilpotent et non inversible. Montrer qu’il existe F' et G deux
sous-ev de E stables par f tels que :

E=F&G, frnilpotent, fig:G — G inversible

Comatrice-Bézout
Soit A, B € M, (7Z) telles que det(A) A det(B) = 1. Montrer que :

3U,V € Mu(Z)) AU + BV =UA+VB =1,

Formes linéaires-Trace Soit u un endomorphisme de M, (IR) tel que :
u(l,) =1, et VA, Be M,(R), u(AB) = u(BA)

Montrer que u : M — LTr(M) I,.

Van der Monde-Polynémes Soit ag, .. ., a, € IR deux-a-deux distincts.

On définit P;(X) = (X + a;)" pour 0 < i < n. Montrer que (Pj)o<i<n est
une base de R"[X].



