
S�eries num�eriques
1. DL+TSA Nature de la s�erie de terme g�en�eralENSI un = 
os�n2� ln(n� 1n )� ; un = sin��pn2 + 1� ; un = �1+r1 + (�1)nn�un = 
os�ar
tan(n) + 1n�� (� > 0) ; un = sin(�en!)un et (�1)nun o�u un est d�e�nie par u0 2 IR; un+1 = e�unn2. TSA Soit f : IR+ ! IR d�e
roissante 
onvexe telle que f(x) �����!x!+1 0. Onnote rn =P+1k=n+1(�1)nf(n). Justi�er 
ette �e
riture et d�eterminer la naturede la s�erieP rn.3. d'AlembertNature de la s�erie de terme g�en�eralun = n! nYk=1 sin�xk� x 2 IR ; un = n�(n+ 1) : : : (n+ n) (� 2 IR)Montrer que la s�erie de terme g�en�eral un = 11+an o�u an est d�e�nie para0 > 0; an+1 = an + a2n 
onverge et 
al
uler sa somme [ 1a0 ℄4. t�el�es
opageExisten
e et 
al
ul de :+1Xn=1 9(3n+ 1)(3n+ 4) ; +1Xn=2n ln�n4 + 2n3 � 2n� 1n4 + 2n3 �
5. 
omparaison ave
 RENSI � Pour � > 1 et n 2 IN�, on pose un = 1n� ; Sn =Pnk=1 uk; Rn =P+1k=n+1 uk.Nature de la s�erie de terme g�en�eral RnSn ?� Soit f : IR+ ! IR+ 
ontinue d�e
roissante et (an)n une suite sti
tement
roissante de r�eels positifs. On suppose de plus que f est IR+-int�egrable.Montrer que :! P(an � an�1)f(an) 
onverge! P(an � an�1)f(an�1) n'est pas n�e
essairement 
onvergente1



6. 
omparaison Nature de la s�erie de terme g�en�eral :un = 1an! o�u an est le nombre de 
hi�res dans l0�e
riture d�e
imale de nun = 11 +p2 + � � �+ npn ; un = 1! + � � �+ n!(n+ p)! (p 2 IN)un = f(n) o�u f 2 C1([1;+1[; IR+�) v�eri�e f 0(x)f(x) �����!x!+1 �1un = 1(ln(2))2 + � � �+ (ln(n))27. regroupement par paquetsNature de la s�erie de terme g�en�eral :un = (�1)nn�+(�1)n (� 2 IR) ; un = 1n1+i
 (
 2 IR)un = (�1)n(n�1)2n�(pn+ (�1)n) (� > 0; n � 2)8. 
al
ul des sommes partielles+TSAExisten
e et 
al
ul de P+1n=1(P+1k=n+1 (�1)kk )9. transmission de �On d�e�nit an = enn pour n 2 IN�.Trouver un �equivalent en +1 de sn =Pnk=1 ak.10. s�erie-produit et DES Soit x 2℄0; +1[. Montrer que+1Xn=0 1x(x+ 1) : : : (x+ n) = e+1Xp=0 (�1)pp!(x+ p)11. Crit�ere de Cau
hyUne suite (un)n est dite de Cau
hy , 8� > 0; 9N= 8p � q � N; jup�uqj � �.� Soit (un)n une suite �a valeurs r�eelles : montrer que (un)n 
onverge ssi 
'estune suite de Cau
hy.� En d�eduire une CNS de 
onvergen
e pour les s�eries �a valeurs r�eelles.� Le r�esultat est-il toujours vrai pour les suites (resp. les s�eries) �a valeursdans lC ? 2



12. Lemme d'Abel Soit (an)n une suite r�eelle positive d�e
roissante telle quean �����!n!+1 0 et Pun une s�erie 
omplexe telle que :9M= 8p � q; j pXn=q+1unj �MMontrer que Panun 
onverge.Appli
ation : montrer que P ein�n (� 2 IR) 
onverge ssi � =2 2�ZZ.13. 
onstante d'EulerMontrer que la suite Sn = 1+ � � �+ 1n � ln(n) 
onverge vers une limite, not�ee
. Montrer que 
 = R +11 ( 1E(x) � 1x )dx et en d�eduire que 
 > 0.14. ra
ines de l'unit�eCentrale Existen
e et valeur de P+1n=0 1(5n)! .15. e est irrationnel On note Sn =Pnk=0 1k! . Montrer que Sn � e � Sn+ 1n(n!)et en d�eduire que e est irrationnel.
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