
D�erivabilit�e
1. D�erivabilit�e et monotonieSoit f d�e�nie sur IR par f(x) = x2 sin � 1x�+ x4 si x 6= 0 et f(0) = 0. Montrerque f est d�erivable sur IR et que f 0(0) > 0. Que peut-on en d�eduire sur lamonotonie de f au voisinage de 0 ?On pose pour k 2 IN� :xk = 1�=3 + k� et yk = 1��=3 + k�Montrer que si k est impair (respe
tivement pair) et yk < 116 , alors f eststri
tement 
roissante (respe
tivement stri
tement d�e
roissante) sur ℄xk; yk[.En d�eduire que f n'est 
roissante sur au
un voisinage de 0.2. DL et d�erivabilit�eSoit f d�e�nie sur IR par f(x) = x3 sin � 1x� si x 6= 0 et f(0) = 0.Montrer que f admet un d�eveloppement limit�e �a l'ordre 2 en 0, mais n'estpas deux fois d�erivable en 0.3. D�e�nition de la d�eriv�ee Soit I un intervalle de IR et f : I ! IRd�erivable. On suppose que fx 2 I= f(x) = f 0(x) = 0g = ;.Montrer que les z�eros de f sont isol�es, 
'est-�a-dire que si x est un z�ero de f :9 " > 0= 8y 2℄x� ";x+ "[; f(y) 6= 04. Equadi�-Convexit�eSoit f : IR+ ! IR deux fois d�erivable telle que :f(0) = 1 ; f 0(0) = 0 et 8x 2 IR+; f 00(x) = �xjf(x)jMontrer que f(x) �����!x!+1 �1.5. Compa
it�e-TVISoit f et g deux fon
tions 
ontinues sur [a; b℄ telles que8x 2 [a; b℄; 9 y 2 [a; b℄= f(x) = g(y)Montrer que 9 
 2 [a; b℄= f(
) = g(
).6. D�eriv�ee en 0 Soit f : IR ! lC d�erivable en 0. On suppose qu'il existek 2 IR� f�1; 0; 1g tel que 8x 2 IR; f(kx) = kf(x).Montrer que 9 � 2 lC= 8x 2 IR; f(x) = �x.1



7. D�erivabilit�e en 0 Soit f d�e�nie sur IR et 
ontinue en 0. On suppose quef(2x)�f(x)x ���!x!0 l. Montrer que f est d�erivable en 0.8. D�eriv�ee �a droite et �a gau
he-C0apmSoit E l'ensemble des fon
tions 
ontinues aÆnes par mor
eaux sur [a; b℄.Pour tout � 2 [a; b℄; on d�e�nit la fon
tion f� : [a; b℄ ! IR :x 7! jx� �jMontrer que les f� forment une base de E.9. Fon
tion plateauMontrer que f : IR ! IR est de 
lasse C1:x 7! e�1=x si x > 00 sinonEn d�eduire que 9 ' 2 C1(IR; IR)= 8x; (jxj > 1) '(x) = 0).10. Th�eor�eme de Darboux
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