
R�edution
1. Diagonalisabilit�eLa matrie A = 0BBBB� 1 1 0. . . . . .0 . . . 11 1CCCCA est-elle diagonalisable ?2. Vp d'une matrie antisym�etriqueQue peut-on dire des valeurs propres d'une matrieM antisym�etrique r�eelle ?En d�eduire que M + I est inversible.3. Calul de exp(A)Centrale 98 Caluler exp(A) o�u A = 0� 0 1 01 0 10 1 0 1A.4. Polynôme arat�eristique Soit A 2 Mn(lC) (n > 1). On suppose :Centrale 98 8 M 2Mn(lC); det(A+M) = det(A) + det(M)Montrer que A = 0.5. Diagonalisabilit�eENSI 99 Soit n � 2 et A 2 Mn(lC) de rang 1. Donner une ondition n�eessaire etsuÆsante sur la trae de A pour que A soit diagonalisable.6. Polynôme annulateur-IR=lCSoit P 2 IR[X ℄ non onstant. Existe-t-il M 2M2(IR) telle que P (M) = 0 ?Même question pour M 2Mn(R).7. Polynôme annulateurSoit E un IK-ev de dimension �nie, et u 2 L(E) non injetive. Montrer queles propositions suivantes sont �equivalentes :(i) E = Ker(u)� Im(u)(ii) il existe B base de E telle que u !B � A 00 0 � o�u A est inversible(iii) u annule un polynôme P 2 IK[X ℄ tel que P (0) = 0 et P 0(0) 6= 08. Diagonalisabilit�eMontrer que � In In0 0 � est diagonalisable.1



9. Sev stablesD�eterminer tous les sous-espaes stables de A = 0� 1 1 11 1 1�1 1 1 1A.10. Groupes-Diagonalisation Soit G un sous-groupe de GLn(lC) tel queCentrale 00 8 x 2 G; x2 = In. Montrer que :� G est ab�elien ;� les �el�ements de G sont simultan�ement diagonalisables ;� G est �ni ;� GLn(lC) est isomorphe �a GLm(lC) si et seulement si n = m.11. El�ements propres-Comatrie Soit A 2Mn(IK) et B =t om(A). Mon-ENSI 94 trer que tout veteur propre pour A l'est aussi pour B.Lorsque A est diagonalisable, exprimer les valeurs propres de B en fontionde A.12. R�eurrene-Trigonalisation Soit A;B 2 Mn(lC), on suppose : AB = 0.Mines 94 Montrer que A et B sont simultan�ement trigonalisables.13. Polynôme de matrie D�eterminer toutes les matriesM 2M2(IR) tellesque : M3 � 2M = � �1 010 4 �14. El�ements propresSoit n � 3 et a 2 IR. D�eterminer les �el�ements propres deA = 0BBB� a 2 : : : 21... (0)1 1CCCA 2 Mn(IR)
15. Endomorphisme sur lC[X℄ Soit n � 2 et E = lCn[X ℄.Pour P 2 E, on d�e�nit f(P ) = (X2 �X)P (1) + (X2 +X)P (�1). Montrerque f 2 L(E) et d�eterminer son noyau, son image et ses �el�ements propres.16. Endomorphisme sur lC[X℄Soit T d�e�ni sur lC[X ℄ par T (P ) = (3X+8)P +(X2�5X)P 0� (X3�X2)P 00.D�eterminer les �el�ements propres de T .
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17. Polynôme arat�eristique Soit A 2 GL6(IR) telle que :A3 � 3A2 + 2A = 0 et tr(A) = 8D�eterminer le polynôme arat�eristique de A.18. Exponentielle matriielle Soit n 2 IN�.Montrer que 8 A 2 Mn(IK); 9 P 2 IK[X ℄= eA = P (A).
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