Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Examen de rattrapage d’Analyse Fonctionnelle Appliquée
11 Avrﬂ 2007 (duree 3 heures)

Seules les notes manuscrites sont autorisées. La qualité de la rédaction intervient dans r appremamon

de la copie.

Exercice 1 1} Pour tout ¥ € IR et tout ¢ € S(IR), on désigne par 7, l'application de IR dans
C, z +— 1yelz) = oz +y).
a) Montrer que 7, € S(IR). _
b) Montrer que I'application 7, : S(IR) — S(IR), ¢ — 7, est continue (au sens de la topologie
hablfuelle de S(IR)). '
2) Pour tout z € IR et tout u € S'(JR) on désigne par 7,u la forme linéaire définie sur S'(IR)
=~ par (T;u, @) = (u, 7. ;) pour tout ¢ € S(IR). Montrer que 7,u est une distribution tempérée.

. 3) Montrer que pour tous «, 3 € IN et tout ¢ € S{JR), il existe une constante ¢ > 0 telle que
‘pour tout x € IR et tout y € IR vérifiant |y| < 1/2, on a

2127 (0?)(z) — P (@) — yo® ()] < clyf’,

Re—

£

oi1 @) désigne la dérivée de @ d’ordre 3.

4} Soient u une distribution tempérée et (1), py une suite de réels non nuls qui converge vers
0. Pour tout n € IV, on désigne par v, la distribution tempérée définie par vy = kot (T — ).
En utilisant la question 3), montrer que la suite (V) e v CORVerge vers u' la derlvee de u.

~ Exercice 2 Pour tout p € [1,00{, L” désigne l'espace de Banach des fonctions f & valeurs
complexes définies sur I'intervalle [0, 1] et telles que |17 est Lebesgue intégrable sur [0, 1]. Cet
espace est muni de sa norme habituelle notée par || - || z».

1) Montrer que L? C L.
2) Pour tout entier n > 1, désignons par F, le sous-ensemble de L' défini par

F,={felh /01 |/ (z)] dz < n,

" ol dz est la mesure de Lebesgue sur [0,1].
aj Montrer que F,, est un fermé au sens de la topologie induite par la norme || - ||;: (indication :

~soit (g;)i>1 une suite de F,, qui converge vers g au sens de la norme || - ||;1. Pour montrer que
g € £, on pourra appliquer le Lemme de Fatou & une certaine suite extraite de (g;)i>1).
b) Montrer que F,, est d'intérieur vide an sens de la topologie induite par la nerme || - ||n

(indication : On commencera par montrer que pour tout f € F,, la suite (A;);>1 définie par
b= f—1*31g,, ou Hjg,-1) est la fonction indicatrice de [0, i~} vérifie limy_o0 {| f — Rullr = 0

et it oo ”h[”LQ = —f—OO) _
3) En utilisant ce qui précéde, montrer que L? est un sous-ensemble de L! d’intérieur vide, au

sens de la topologie induite par la norme || - || 1.
4) Plus généralement, soient u et v deux réels vérifiant 1 < u < ». Montrer que L" est un
sous-ensemble de L* d’intérieur vide au sens de la topologie induite par || - || .
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Exercice 3 Désignons par [ = [*°(IV*) I'espace des suites £ = (Z,)n>; & valeurs réelles
telles que ||z = sup,»; [£.] < oo et par G le sous-espace de [ définie par

G = {:c = (Ln)p>1 € 1% nl_l_’ngo Tn existe}.

1) Soit f la forme linéaire définie sur G par f(z) = lim, . ,. Montrer qu'il existe F une
forme linéaire définie sur {*° vérifiant :

(i} Pour tout z € I°, f(z) < limsup,,_, ., Zn.
(i) Pour tout z € G, f(z) = f(x).

~ 2) Montrer que pour tout = € [ on a f(z) > iminf,_, z,.

Exercice 4 Désignons par E = C'{—1, 1] 'espace de Banach des fonctions & valeurs réelles,
définies sur [-1,1] et de classe C* sur cet intervalle. Rappelons que F est muni de la norme

| liz définie pour tout z € F par

lelie = sup |z(e)f + sup [2'(t}]-
te[—1,1] tef-1,1]

1) a) Pour tout n € IN*, désignons par ®, I'application de E dans IR, définie pour tout z € E

o) = 2e(2) - (- ).

Montrer que @, est une forme lindaire continue sur F.
b) Désignons par & l'application de ' dans IR, définie pour tout © € E par

¢(z) = z'(0).

Montrer que que ¢ est une forme linéaire continue sur E.
2} Montrer ‘que la suite (®,)n>1 converge vers ® au sens de la topologie faible % o{ F', E).
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