Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
Examen d’Analyse Fonctionnelle Appliquée
10 Janvier 2007 (durée 3 heures)

Seules les notes manuscrites sont autorisées. La. qualité de la rédaction intervient dans I"appréciation

de la copie.

Exercice 1 Rappelons que P'on dit qu'un C-espace vectoriel normé F est séparable si et
seulement 'l existe un sous-ensemble dénombrable D C E vérifiant D = E, ot D désigne
Padhérence de D. '

Désignons par (V, ||-||v) un €-espace vectoriel normé et par (V7 I |lv) son dual topologique.
Rappelons que pour tout L € V' on a || L]y = SUPjay, <1 [{L, T)]. L'objectif de cet exercice est
de montrer quune condition suffisante pour que (V, |- ||y) soit séparable est que V45 - v
le soit. Désormais, on suppose que V' est séparable et on désigne par (L,),.pv une suite

d’éléments de V” qui est dense dans cet espace.

1) Montrer qu’il existe (zn), eIy une suite d’éléments de V, vérifiant pour tout n € IV, ||z, ilv=1
et [(Ly,zn)| > @Vi )

2) Soit L € V' une forme linéaire vérifiant pour tout n & IN, {L,z,) = 0. Montrer que pour
tout n € Non a || L, — Ly > ﬁ%ﬁ '

3) Montrer qu'il existe une sous-suite k ~ ny, vérifiant limy,_, o | Loy —Lilyr = 0 et limg—oq || L, [fvr
= | Llly--

4) Montrer que pour tout v € V on a (L, v) = 0.

5) Désignons par W le sous-espace vectoriel de V engendré par la suite (2,),,pv i.e. pour
tout w € V on a w € W si et seulement s'il existe N € IV et Aoy AL, An € € tels que
w = YN A,z,. Au moyen d'un raisonnement par 'absurde prouver que W = V (on com-
mencera par montrer que si W est strictement contenu dans V alors il existe une forme linéaire
non identiquement nulle I € V' vérifiant (f,, w) = 0 pour tout w € W.

6) En utilisant la question 5) montrer que V est séparable.

Exercice 2 On désigne par d¢ la mesure de Lebesgue et par p et ¢ deux réels vérifiant p > 1,
g>1et % +1 =1, Pour tout A C IR on désigne par 14 la fonction indicatrice de A. Soit
g : IR — IR, une fonction positive Lebesgue mesurable vérifiant les deux propriétés suivantes :

(i) Pour tout compact K C IR on a Jp(e(6)T iy (t) dt < co.

(ii) Pour tout f € LP(IR,dt) on a Sir | f(t)g(t)] dt < co.

1) Pour tout entier n > 1 et tout f € LP(IR,dt) posons To(f) = [ f(£)g(t) H—pnm(2) dt.
Montrer que 7y, est une forme linéaire continue sur LP(IR, dt).

2) Montrer que pour tout f € LP(IR,dt) on a limy, oo T, (f) = Jr F(t)g(t) dt.

3) Pour tout f € LP(IR, dt) posons T(f) = | R f(t)g(t) dt. En utilisant le Théoréme de Banach-
Steinhaus montrer que 7 est une forme linéaire continue sur L7 (IR, dt).

4) Pour tout entier n > 1 et tout ¢ € IR posons fo(t) = (9(1))5 M (). Montrer que
fo € LP(IR, df) et que

7 U7 { [l it )
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5} En utilisant la question précédente, montrer que pour tout entier n > 1, on a

/g
([®y Tonn@dt) " <7
et en déduire que g € LY(IR, dt).

Probléme (Pespace de Sobolev H%(IR))

1) On note par O (IR) I'espace des fonctions f : IR — €' de classe C™ vérifiant la propriété
suivante: pour tout m € IV, il existe ¢, > 0 et g, € IV tels que pour tout z € IR on a
IF0(z)] < em{l + |2])%, ont f0™ désigne la dérivée d’ordre m de f (avec la convention que
JO = f).

a) Montrer que pour tout f € Opn(IR) et tout ¢ € S{R) la fonction fo : z — f(z)p(x)
appartient a S{JR). .

b} Pour tout f € O (IR) et tout u € S'{IR) on désigne par fu la forme linéaire sur S(/R) définie
par (fu,©) = (u, fio} pour tout ¢ € S(IR). Montrer que fu est une distribution tempérée.

¢) Pour tout n € IN, notons par g, la fonction définie pour tout & € IR par g,(€) = (&)™
Montrer que g, € Oy ([R). Au moyen d’un raisonnement par récurrence, montrer que pour
tout n € IN et tout u € S'(IR), on a F(u™) = g, F(u), ot F(-) désigne la transformée de
Fourier et u™ la dérivée d’ordre n de u (avec la convention que u® = u).

2) Pour tout s € IR, notons par A, la fonction définie pour tout £ € IR par hy(€) = (1 4 £2)/2
(on admet que hy € Op(IR)). On dit qu’une distribution tempérée u appartient 4 espace de
Sobolev H*(IR) si et seulement si hJF(u) € L*(IR) (rappelons que P'on dit, par abus de langage,
qu'une distribution tempérée v appartient a L*(IR) si et seulement s'il existe une unique fonc-
tion 1, appartenant & L?(IR), telle que pour tout @ € S(IR), on a (v,¢) = [ ¥u(z)p(z) dz ;
rappelons aussi que la distribution tempérée v est identifiée avec la fonction ).

a) Pour tout v € H*(IR), on pose ||ullzs = ||hsF(u)]|z2, ot || - |12 désigne la norme habituelle
sur 'espace L*(IR). Montrer que {H*(IR), [ - [|z-) est un espace vectoriel normé.

b) Soient s; et sy deux réels vérifiant s; < s, montrer que H*2(IR) ¢ H*'(IR).

c¢) Ep utilisant la question 1)c), montrer que lorsque s > 0 tout uw € H*(IR) vérilie la propriété
suivante : pour tout entier n tel que 0 < n < 5, on a ul™ € L2(IR) (on pourra utiliser le fait
que pour tous ® € L*(IR) et ¥ € L*(IR), on a [jp FHD)(EYT(£) dE = [jp ®(E)FH(W)(E) de
{on ne vous demande pas d’établir cette derniére égalité)).

3) Désignons par I, I'application de H*(IR) dans L?*(/R) définie pour tout v € H*(IR) par
I(u) = hoJF(u).

a} Montrer que I; est une application linéaire bijective et déterminer la bijection réciproque
It
b} Montrer que I, est une isométrie i.e. pour tout u € H*(IR), on a |Juf|zs = |[Ls{u)]|z2.
c) En utilisant les questions 3)a) et 3)b) montrer que H*(IR) est un espace de Banach.
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