Master 2 Recherche Mathématiques Appliquées
' . Examen d’Analyse Fonctionnelle Apphquee .
.5 Janvier 2006 (durée 3 heures) :

Seules les notes manuscrltes sont autorisées. La qualité dela redactlon intervient dans lappréciation -

de la copie.

Exercice 1 1) Solent £ un ¢-espace vectoriel normé, F' C E un sous-espace vectoriel de # et
zg un élément de 5 situé & une distance d > 0 de F (d = infsep |20 — z|). Montrer qu’il existe
f: E — (' une forme linéaire continue définie sur-E et vérifiant les propriétés suivantes pour
tout z € F < f,x >=0, < f,zog>=1et I 71| = 1/d (on pourra considérer F1 le sous-espace
vectoriel de F, définit par F} = {z+tzy; x e Fett e (E’} et fla forme linéaire deﬁnle sur Fl_ :
par < f,z +tzog >=1t). -

2) Soient £ un C'-espace de Banach et (mn)n>1 une suite de & qui converge faiblement vers un
certain élément de F noté par zp. En utilisant la question 1) montrer qu'il exmte (ZTk)x>1 ume

suite de £ vérifiant les deux propriétés suivantes (a) et (b).
(a) Pour tout entier k> 1, Z; est une combinaison linéaire des mn L.e. il existe un ent1er Ne>1

et Ap1, Ak . e N, dés nombres complexes tels que Ty, = Znhl Ak, nxn
(b) La suite (:ck)k>1 converge fortement VETS Zp.

Exercice 2 On de51gne pa,r D(IR) Iespace des fonctlons a valeurs complexes, . deﬁmes sur

- IR, de classe C™® et & support compact. :
1) Soit u € D(IR), au moéyen d'une mtegratmn par pa.rtles montrer que i, ia, transformee de

| Fourier de u, vérifie L)oo B(E) = 0. ‘
2) Soit f € L}*(IR) (Pespace des fonctions Lebesgue mtegra,bles sur JR) et soit (u;).. 7y une

suite de D(IR) telle que lim;_, 4o [|f —uyflz2 = 0 (une telle suite {u5) e pv existe car 'D(JR) est’
dense dans L!(JR)). Montrer que (&), v, la suite des transformées de Fourler des u;, converge

-uniformément vers f, la transformée de Fourier de f i.e. im0 | f TUjlloo = 0:
3) Soﬂ: f € L*(IR), en utilisant les deux questions precedentes montrer que img_, o0 F(£) = 0.

Exercice 3 Soit (T, B /) un espace mesuré. On suppose que la mesure y est bornée i.e.
2(T) < +oo et I'espace LT, B, p) sera noté par L'(u). Une partie H de Ll(,u) est dite équi-

intégrable si : lim,. |40 [SuprH N1z lf] du] =0.
1) Soit H une partie de L(u ). Montrer que H est equl mtegn;mble Iorsqu il existe g € LY (p)

telle que pour tout f € H, |f| < g.

2) Soit M une partie arbitraire de L!(u). Montrer que H est eqm-intégrable si et seulement
si M est bornée dans L(u) et vérifie la propriété suivante : pour tout e > 0, il existe § > 0

tel que pour tout A € B, pu(4) < § = SuPsey fa |fldp < e Pour établir la réciproque on

pourra utiliser lmegahte de Markov-Tchebychev : pour tout f € L!(u) et tout réel g > 0,

p{lfl>a}) <a 1”f”L1(T): aprés 'avoir prouvée.

Probléme Rappelons que la classe de Schveartz ‘S({IR) est munie de la suite de semi-normes
_ (N;D)peﬂ\f’ définies pour tout p € INet tout ¢ € S(IR) par MVp(v) =37 58 SUP,¢ IR lz™htm) ()],



ol pour tout m € IV, 9™ désigne la dérivée d’ordre m de la.fonction ¢ (avec la convention

que Y@ =), @ désigne une fonction de S(JR) a support compact. contenu dans [0, 1], fixée
une fois pour toute. u € 5'(IR) désigne une distribution tempérée fixée une fois pour toute.
1) Pour tout # € IR, T désigne I’ apphcation définie pour tout z € IR, par (mﬁ)( ) = (t — ).

'7 Montrer que ¢ € S{JR) et que supp 73 C [t — 1, 1.
2) Soit, (P1),. v une suite arbitraire de nombres réels convergeant vers 0 et smt o= supl c lN]hIJ

a) Montrer que @ < +00.
b) Montrer que pour tous n, m, le lNettE Rona -

Sul%l:v( m)(t+hz—$) 6™t )| <(!f|+a+1) Ilfﬁm“)ll |Ful.

) Montrer: que pour tout t € IR, ona hm;_.+oo Tth(p = 7,0, au sens de la, topologie associée
& la suite de semi-normes (NVp) . :
3) Soit f l'application de /R-dans €' définie pour tout ¢ € IR par f(t) =< u, 72 >.
a) Montrer que f est continue. :
b) Méntrer que pour tous n-€ INet z,t € IR, on a ( - t)” < (]m] + |t|)” < 20 Hlz ™ 4 ).
En déduire que f est & croissance lente & linfini, c’est- a-dire qu’il e}aste P un polynome tel que
pour tout ¢ € R, on-a |f(t)| < P(jt]). :
¢) Montrer que Papplication v : § ( ) -, ?P — v( ) =
temperee ' : .
4) Soit 1 une fonction de S (IR) a support compact.
a) Montrer qu’il existe deux réels a et b tels que supp 1,b < [a; b).

b) Soit ¢ la fonctlon définie pour tout z € IR par d(z) = k;b(-—:r) et soit ¢ * ¢ le produit de

convolution de qb et de 1. Montrer que ¢ *7) est une fonction a support compact contenu dans

Vintervalle [a — 1, 4],
c) Pour tout entier V > l on de81gne par oN(qﬁ*@b) la fonctlon deﬁme pour tout x E IR par.

(a:—a,— k—@j—;—g—))w (a+_~}f~(bNLa’))

Montrer gue oN(gb + 1) est une fonction de S ([R) & support compact contenu dans [a — 1 -
d) Montrer que limpy_400 on(d * 1)) = ¢ +1 au sens de la topologie 1ndu1ts par la suite de

semi-normes (AG) . v _ S |
5) a) Montrer que I'application L : S(IR) — S(IR), ¢+ L{v) =
sens de la topologie induite par la suite de semi-normes (NG) e IV En déduire que l’apphcatlon

w: SUR) — €, 9 — w(1h) = u(d * 1) est une distribution tempérée.

b) On suppose (dans cette question uniquement) qu'il existe g € L'(R) (I'espace des fonc-
tions Lebesgue intégrables sur R) telle que pourtout ¥ € S{(R) ona < u, ¥ >= [jpg(z z)Y(z) dz.
Montrer que la distribution tempérée w vérifie alors < w, 9 >= f IR(Q * qﬁ) (yyb(y) dy, pour tout
i € S(R).

¢) En utilisant la question 4)d) montrer que pour toute fonction & support compact RS

S(IR), on & w(i) = (d). | |
d) En utilisant la question 5)c) montrer que pour tout 9 € S(IR), on & w{y) = v(¥).

I R f ( Ji(t )dt est une r;iistr’ibution '-

ol ni)m) = P 3

¢#1) est linéaire et continue au
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