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Conditions de déroulement de I’épreuve :
Durée : 4 heures.

Les calculatrices sont interdites.

Liste exhaustive des documents autorisés :

1. Polycopié de DEUG Introduction au calcul des probabilités.
2. Polycopié du cours d’TFP 2002-2003.

3. Une feuille manuscrite recto verso format standard A4, pouvant contenir des ex-
traits du cours a votre choix, a ’exclusion de tout corrigé d’exercice.

Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif pour vous aider & gérer votre temps et n’a
pas valeur contractuelle. Les notations utilisées dans les énoncés sont celles du cours. En
particulier \; désigne la mesure de Lebesgue sur R muni de sa tribu borélienne Bor(R?)
et A = /\1.

Ex 1. (3 points)
Soit f : R? — R la fonction définie par

V(z,y) € R?,  f(z,y) = sin(2? + ).

On note
D, = {(z,y) € R* 2° +y* < nr}, I, = fdAs.

1) Calculer I,, pour n € N*.
2) f est-elle \o-intégrable sur R??

Ex 2. (4 points)

Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
(Q,F,P), indépendantes et de méme loi normale 9(0,1). On rappelle que la loi 9t(0, 1)
a pour densité g(z) = (27) /2 exp(—2?/2).

1) Déterminer la densité de la loi du vecteur aléatoire (X, XY'). En déduire la
densité de la loi de XY sous la forme d’une intégrale (qu’on ne cherchera pas a calculer).

f(t) = /0+<>0 exp (—%(sQ + i—i)) éds.

Montrer que f est définie et continue sur R*.

2)  On pose



LF.P. 2002-03, examen de septembre Ch. Suquet

3) Etudier la limite de f(t) quand ¢ tend vers 0.

Probléme (9 points)

Le but de ce probléme est le calcul de 'espérance d’'un certain temps d’attente qui
sera défini & la question 4). Les questions 1) a 3) sont des préliminaires indépendants.
Toutes les variables aléatoires de ’énoncé sont définies sur le méme espace probabilisé
(Q,F,P).

1) Pour n € N* et r € R, on définit I’ensemble

An(r) i={(z1,...,2,) € [0, 1] 21+ -+ x, <7}

Veérifier que pour 0 < r <1, A,(r) est 'image de A,,(1) par 'homothétie de centre 0 et
de rapport r et en déduire une relation simple entre A, (A4, (r)) et A, (A,(1)).

2) Soit N une variable aléatoire discréte & valeurs dans N*. Montrer que
+oo
EN =) P(N > k). (1)
k=0
3) Dans toute la suite, on note (Uy)r>; une suite de variables aléatoires indépen-

dantes de méme loi uniforme sur [0,1]. En utilisant la loi forte des grands nombres,
montrer que

Sni= ) Uk 2 oo
k=1
En déduire que
P(Vvne N, §,<1)=0. (2)

4)  On définit la variable aléatoire® discréte N par
N(w) = min {n € N*; S, (w) > 1},

avec la convention habituelle min{) := 4o00. D’apres (2), P(N = +o00) = 0, ce qui
nous autorise ? a considérer N comme une variable aléatoire a valeurs dans N*. Justifier
I’égalité d’événements

Vk e N*, {N >k} ={S, < 1}. (3)
Que vaut P(N > 0)7
5) Quelle est la loi du vecteur aléatoire (Ui, ..., Uy)? Vérifier que

6) On pose pour alléger vy, 1= Ay (Ak(l)) En utilisant 'identification A\, = A\p—1 @\
(pour tout k > 2) et la question 1), trouver une relation de récurrence pour la suite
(vk)g>1. En déduire une formule explicite pour vy.

1On ne vous demande pas de justifier sa mesurabilité.
2 Au prix d’une légére modification de I’espace probabilisé que 1’on ne vous demande pas d’expliciter.
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7) Calculer EN. Calculer ensuite P(N = k) pour k € N*.

8) Peut-on utiliser la méme méthode pour calculer EM, ou M est définie par
M(w) = min {n € N S, (w) > 2}7?

Ex 3. Vrai ou faux ? (6 points)

On vous demande de préciser parmi les affirmations suivantes lesquelles sont vraies
et lesquelles sont fausses. Seules les réponses argumentées seront prises en compte. Un
contre-exemple est un argument suffisant pour montrer la fausseté d’une affirmation.

1) Soit (2,F, ) un espace mesuré et (f,),>1 une suite de fonctions @ — R,
mesurables F-Bor(R, ). On suppose qu'il existe un A € F tel que u(A) > 0 et que pour
tout w € A, lim,, o fn(w) = +o00. Alors

lim /fndu:+oo.
A

n—+400
2)  Si le vecteur aléatoire (X,Y) de R? suit la loi uniforme sur le triangle
T:={(z,y) eR} 0<z+y<1, >0, y>0}

ses composantes X et Y sont deux variables aléatoires
a) de méme loi;
b) indépendantes.

3) Les événements A et B de 'espace probabilisé (£2, F, P) sont indépendants si et
seulement si le vecteur aléatoire (14,1p5) a une covariance nulle.

4) Si f est une fonction [0, 1] — R, A-intégrable sur [0, 1], alors elle est p-intégrable
sur [0, 1] pour toute mesure finie z définie sur ([0, 1], Bor([0, 1])).



