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Ex 1.  Intervalle de confiance (2 points)
Le tableau ci-dessous donne un 100-échantillon observé d’une loi de Bernoulli de
parametre inconnu p.

1P 0010O0O0O0O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOT1O0UO0O0O0
o 00100011 1O00O0O01O0O0O0O0O0
1 001100O0O0O01O0O0O0OCT1TT1T1TQ0T171
coo0o1o000O0O0O01O01O0O0O0O0O0O0O0OO0O0
co1000O0O0OO0O1O0O0O0O0OO0OO0OO0OT1O0TO0O0

1) Donner un intervalle de confiance au niveau 95 % pour p par la méthode avec
variance majorée. Quel résultat du cours vous permet de justifier cette méthode ?

Ex 2.  Dé (3 points)

On lance 3 600 fois un dé équilibré et on s’intéresse au nombre X de « cing » obtenus.
Donnez en justifiant votre réponse, une valeur approchée de P(578 < X < 622). Indica-
tion : commencez par donner la loi exacte de X.

Ex 3. FEstimation du paramétre d’une loi géométrique (15 points)

La loi géométrique de parametre 6 €]0, 1] est celle du temps d’attente du premier
succes dans une suite d’épreuves répétées indépendantes avec pour chaque épreuve prob-
abilité de succes 6. Une variable aléatoire X sur 'espace probabilisé (Q, F, Py) suit cette
loi si

Vk e N*, Py(X =Fk)=(1-0)""0. (1)

On se propose dans cet exercice d’estimer 6.
En préambule, on rappelle I’'énoncé du théoreme limite central.
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Théoréme 1 (théoreme limite central). Soit (Xx)r>1 une suite de variables aléatoires
définies sur le méme espace probabilisé (Q,F, P), indépendantes, de méme loi et de
carré intégrable (et non p.s. constantes). Notons p:= EX;, 0? := Var X avec ¢ > 0 et

Sp =11 Xi. Alors

Sn - ESn Sn —np loi
S = = > 7 2
T NS, ovn e 2 )

ot Z est une variable de loi gaussienne MN(0,1).

La convergence en loi vers une variable aléatoire Z de fonction de répartition continue
(ce qui est le cas de la gaussienne Z ci-dessus), se définit comme la convergence en tout
point de la suite des fonctions de répartition. Il résulte donc de ce théoreme que pour
tous réels a < b, P(a < S* < b) converge quand n tend vers I'infini vers ®(b) — ®(a) ou
® est la fonction de répartition de Z, calculable numériquement grace a la table de la
loi normale.

1) Calculez S729(1—0)*710 et en déduire que (1) définit bien une loi de probabilité
de variable aléatoire discrete.

2) Vérifiez que

E¢X = -, (3)

Varg X = 9_29. (4)

e

3) On considere désormais le modele statistique (€2, F, Fy)gejo,1[ et un n-échantillon
X1,..., X, associé. Autrement dit, pour toute valeur de 0, les variables aléatoires X; sont
Py-indépendantes et de méme loi sous Py donnée par (1). On note S, = X; + -+ X,
la somme de cet échantillon. Justifiez brievement les deux convergences suivantes :

001l o 0 (5)

V0 €]0,1, S*:= 05— moclei, po MN(0, 1). (6)
Tb(l o Q) n—-+o0o

4)  En déduire un intervalle de confiance I au niveau 95% pour 6. Comment peut-on
améliorer cet intervalle si on a la certitude que 6 > % ?

5) Pour traiter cette question, on admettra la propriété suivante : si (Z,)n>1 et
(Y)n>1 sont deux suites de variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé
et telles que Z, converge en loi vers Z et Y, converge p.s. vers une constante c, alors
Y, Z, converge en loi vers cZ.

Soit g, une suite de réels strictement positifs tendant vers 0. Montrez que

n(l - 9) Pg—p.s.

€n+ /n(l—sﬂn) n—-+4o0o
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Vo €0, 1], 1. (7)



Licence Initiation a la Statistique 2011

Déduire alors de (6) la convergence en loi suivante :

QSTL - —loi
V0 €10,1], T, = 1 Bl 7 Z ~9(0,1). (8)

6n+~/n<1 - s%) e

Le seul intérét de e, est d’empécher que le dénominateur de 7,,(w) s’annule pour tout
w réalisant 1’événement de probabilité non nulle {S,, = n}. Pour application qui suit,
on prendra g, suffisamment petit pour étre numériquement négligeable, par exemple
€, = 107". Donnez l'intervalle de confiance J pour # au niveau 95% que 'on peut
déduire de (8).

6) Le tableau ci-dessous donne un échantillon observé de taille 200.

121111112 1111132121:1
1 111111141 11211112 21
2111111 1211121111122
221131411111 12121T1171
211116 1111221111171 72:1
1 1114121111111 12121:1
1 113111121122 211T1T12:1
11132111213 111111T1T71 2
3211121121112 3211T11H34
124 211111111111 1225 1 2

a) On rappelle que la fonction de répartition empirique F), associée a ’échantillon
Xq,...,X, est définie par

1 n
Fu(t) = - > lixi<y-
=1

Reproduisez et complétez le tableau suivant. Utilisez-le pour dessiner la fonction
de répartition empirique associée a cet échantillon. Unité verticale conseillée 10 cm.

Valeur 1 2 3 4 5 6
Fréquence 0,035

b) Calculez I'estimateur n/S, de 6 sur cet échantillon observé en indiquant comment
vous faites pour éviter de rentrer une a une les 200 valeurs dans votre calculatrice.

¢) Donnez les intervalles de confiance I et J calculés a partir de cet échantillon ob-
serve.

7) Une autre idée pour estimer 6 est de se rappeler que c’est le parameétre d’une
variable aléatoire de Bernoulli Y; valant 1 en cas de succes a la ¢ épreuve et 0 en cas
d’échec. En partant de cette idée, pourriez-vous expliquer comment le tableau des Xy (w)
observés donné a la question 6) permet de reconstituer la suite des résultats Y;(w) des
épreuves répétées (on ne demande pas d’écrire les résultats en détail!). Déduisez-en la
valeur Y (w) de la moyenne empirique des Y;(w), puis I'intervalle de confiance a 95% par
la méthode avec variance estimée pour 6. Que remarquez vous ?
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Table des valeurs sur [1,3] de ®, f.d.r. de la loi normale standard 9(0, 1)

O(x) = P(Z < x) = \/127 /_; exp (‘;) dt, 7~ 90, 1).

T 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

1,0 | 0,8414 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8622
1,1 | 0,8643 | 0,8665 | 0,8687 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 | 0,9032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9083 | 0,9099 | 0,9115 | 0,9131 | 0,9147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 | 09193 | 0,9207 | 0,9222 | 0,9236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 | 0,9332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 | 0,9452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9485 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 | 0,9554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,963 3
1,8 | 0,9641 | 0,9648 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 | 0,9713 | 0,9719 | 0,9726 | 0,9732 | 0,9738 | 0,9744 | 0,9750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767

2,0 | 0,9772 | 0,9778 | 0,9783 | 0,9788 | 0,9793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 | 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 0,9838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 | 0,9861 | 0,9864 | 0,9868 | 0,9871 | 0,9874 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 10,0893 | 0,9895 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9903 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 | 0,0918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9924 | 0,9926 | 0,9928 | 0,9930 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 | 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9944 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 | 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9958 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,996 4
2,7 | 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,90971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,097 4
2,8 [ 0,0974 | 0,9975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,998 1
2,9 | 0,0981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,0983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,0986
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