
M2 reherhe Fihe 6 Mouvement BrownienEmeline Shmisser, emeline.shmisser�math.univ-lille1.fr, bureau 314 (bâtiment M3).1 Mouvement BrownienExerie 1 (théorique)1. Que vaut W0 ?2. Quelle est la loi des aroissements du mouvement Brownien ? Sont-ils indépendants ?3. Expliquer omment simuler un mouvement Brownien aux instants t = 0, δ, 2δ, . . . , nδ.4. Quelle est la loi de Wt ?Exerie 2 (Simulation de mouvement Brownien)1. Expliquer omment onstruire le veteur W0,Wδ,W2δ, . . . ,Wnδ.2. Construire une fontion brown qui prenne en argument n et delta et qui trae le graphiquede W0,Wδ ,W2δ, . . . ,Wnδ en fontion du temps. Indiation: pour onstruire le veteur
W0,Wδ,W2δ , . . . ,Wnδ, on onstruira d'abord le veteur des aroissements et on reonstruiraensuite le veteur W .3. Traer plusieurs trajetoire de mouvements Browniens pour n = 1000 et onvainquez-vousque le mouvement Brownien a la même allure à toutes les éhelles.Exerie 3 (Loi de WT )1. Réérire la fontion de la question préédente pour aluler p = 1000 trajetoire de mou-vements Brownien (δ = 0.1, T = nδ = 4). Garder en mémoire les di�érentes valeurs de
WT .2. Traer un histogramme des valeurs de WT .3. Utiliser la fontion lines pour superposer la densité théorique de WT . Commenter.4. Même question pour T = 0.1.Exerie 4 (Maximum du mouvement Brownien)1. Construire une fontion maxbrown qui prenne en argument T . Cette fontion doit simu-ler un mouvement Brownien de pas delta = 0.01 sur [0, T ]. Elle doit onstruire les deuxourbes Bmax(t) = supu≤t Wt et Bmin(t) = infu≤t Wt. Attention à e que les deux ourbess'a�hent bien sur le graphe !Exerie 5 (La dérivée du mouvement Brownien n'existe pas)On �xe δ = 10−4 et ∆ = 10−1. Pour pouvoir omparer, on ommene par onstruire les dérivéesapprohées de la fontion sinus en 0.1. Construire le veteur sin(δ), sin(2δ), . . . , sin(∆)2. Construire le veteur des dérivées approhées

Dk =
sin(kδ) − sin(0)

kδ1



3. Traer le graphe de Dk en fontion de kδ. Commenter. On fait maintenant la même hosepour une trajetoire de mouvement Brownien.4. Construire un veteur Wδ,W2δ , . . . ,W∆ pour δ = 10−3 et ∆ = 10−1.5. Construire le veteur des dérivées approhées
Dk =

Wkδ −W0

kδ6. Traer Dk en fontion de δk. Commenter.On onsidère maintenant la quantité
Sk =

Wkδ −W0

(kδ)1/2+a7. Traer Sk en fontion de δk. Faire varier a entre −1/2 et 1/2 (le prendre d'abord positif,puis négatif).8. Vers quoi tend
Wδ −W0

(δ)1/2quand δ tend vers 0 ?Exerie 6 (Variation quadratique)La variation quadratique du mouvement Brownien, 'est la limite
V =

n
∑

k=1

(

W(i+1)T/n −WiT/n

)21. (théorique) Montrer que limn→∞ V = T . Indiation: Montrer que l'espérane vaut T etque la variane tend vers 0.2. Construire une fontion qui, étant donné T et δ, simule une trajetoire de mouvementBrownien et alule la variation quadratique.3. Traer la variation quadratique en fontion de δ pour T = 4 (faire varier δ de 10−3 à 1).Commenter.4. On �xe δ = 10(
− 3). Traer la variation quadratique en fontion de T (faire varier T de 0.1à 10). Superposer la première bissetrie. Commenter.
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