
M2 reherhe �he 5: régression linéaire et orthogonalisationEmeline Shmisser, emeline.shmisser�math.univ-lille1.fr, bureau 314 (bâtiment M3).1 ModèleOn observe des variables y1, . . . , yn, x0,1, . . . , x0,n, . . ., xm,1, . . . , xm,n.On pense que les variables yi suivent le modèle
Y = a0X0 + a1X1 + . . . + amXm + εCe sont des notations générales, on peut avoir X0 = 1,X2 = X2

1
ou X3 = sin(X1). On note

Y = (y1, . . . , yn)∗ X = (X0,X1, . . . ,Xm) A = (a0, a1, . . . , am)∗ Xi = (xi,1, . . . , xi,n)∗2 Prinipe de la régression linéaireOn veut minimiser l'expression
1

n

n
∑

k=1

(yk − (a0x0,k + a1x1,k + . . . + amxm,k))
2Cela revient à minimiser la distane

‖Y − XA‖2 = ‖Y − (a0X0 + a1X1 + . . . + amXm)‖2Notons Â le veteur qui minimise l'équation préédente. XÂ est le projeté orthogonal de Ysur le sous-espae vetoriel V ect(X0,X1, . . . ,Xm). Le veteur ε̂ = Y − XÂ est orthogonal ausous-espae vetoriel V ect(X0,X1, . . . ,Xm) et don, pour tout i ∈ [0, . . . ,m],
Cov(Xi, ε̂) = 〈Xi, ε̂〉 /n = 0.Exerie 1 (premières questions)1. Expliquer e qui se passe si la matrie X n'est pas de rang m. Dans la suite, on supposetoujours que le rang de X est m.2. On suppose que X0 = 1 (X0 onstant). Que se passe-t-il si on reentre toutes les olonnessauf la première ? Est-e qu'on hange l'espae de projetion ? Comment sont modi�és lesoe�ients ?3. Que vaut XX∗ dans e as ?Exerie 2 (La régression omme projetion linéaire)1. Montrer que le veteur X(X∗X)−1X∗ est bien dé�ni.2. Montrer que X(X∗X)−1X∗B est le projeté orthogonal du veteur B sur le sous-espaevetoriel V ect(X0,X1, . . . ,Xm). En déduire l'expression de Â.1



3. Que vaut Â si on suppose Y = aX + b ? Comparer ave les résultats obtenus préédemment.4. Construire une fontion regression2 qui, étant donné Y et la matrie X, renvoie le veteur
A. Appliquer ette fontion aux veteurs (y1, . . . , yn), (1, ...., 1), (x1, . . . , xn) onstruits lorsdu dernier TP. Attention au sens de onstrution de la matrie et à la ommande pourmultiplier les matries ! Véri�er que l'on trouve bien les mêmes résultats que préédemment.Quelle est l'avantage de ette fontion par rapport à elle que l'on a onstruit préédemment ?3 Loi de l'estimateur et test de nullitéNous supposons maintenant que Y = XA + ε, ave εk des variables iid de loi N (0, σ2).Exerie 3 (loi de Â)1. Quelle est la loi de Â ?2. On suppose σ2 onnu. Quelle est la loi du oe�ient âi ?3. Que vaut âi dans le as où Y = aX + b ? Est-e que et estimateur est onvergent ?4. Si σ2 est onnu, onstruire un test pour déterminer si le oe�ient ai est nul (sur papier).Attention : le fait que le oe�ient soit nul ne veut pas forément dire que Xi et Y ne sontpas orrélés, peut-être que Y et Xi dépendent tout les deux d'une autre variable.5. Expliquer pourquoi quand n → ∞, la probabilité de dire que ai est nul alors que |ai| > γ,ave γ �xé, tend vers 0. On démontrera le résultat dans le as simple Y = aX + b.Dans le as normal, on ne onnaît pas σ2. On l'estime :

s2 =
1

n − m − 1

n
∑

k=1

ε̂2

k

m + 1 est le nombre de paramètres du modèle.La statistique s2 suit une loi du χ2 à n − m − 1 degrés de liberté, et :
âi − ai

s
√

(X∗X)−1

ii

∼ T (n − m − 1)6. Contruire une fontion estnul qui étant donné Y , X et Â, renvoie un veteur booléen (TRUEou FALSE) suivant que le oe�ient ai est testé nul ou non (ave une erreur de type 1 à10%).4 AppliationOn reprend maintenant les variables xi, yi simulées lors de la dernière séane. On supposeque le modèle est Y = a + bx + c sin(x) + dx2 + ε.Exerie 4 ()1. Utiliser la fontion regression2 pour faire la régression.2. Utiliser R pour faire la régression. Comparer les résultats.3. Traer la ourbe obtenue. Commenter.4. Quelle est la moyenne des arrés des résidus ? Est-e que ette moyenne a diminué parrapport au as où on royait que Y = aX + b ?5. Quelle est la ovariane empirique entre :Page 2



� les résidus et x ?� les résidus et sin(x) ?� les résidus et x2 ?� les résidus et x3 ?� les résidus et (x − 1)2 ?Quelle est la somme des résidus ?Que vaut ∑

(xkε̂k) ?Est-e que es résultats sont ompatibles ave la théorie ?6. Faire le test de nullité des oe�ients. Que peut-on onlure ?On hange maintenant le modèle : on onsidère Y = a + bx + c sin(x) + ε.7. Utiliser R pour faire la régression. Traer la ourbe obtenue.8. Comparer les résultats de R ave e que l'on obtient ave la fontion regression2.9. Quelle est la variane empirique des résidus ? La moyenne des résidus ? Comment a varié lavariane empirique des résidus par rapport à la situation préédente ?5 Estimation adaptative : séletion du meilleur modèleSi la variane empirique des résidus diminue, on peut penser que notre modèle est meilleur.C'est vrai si le nombre de oe�ients est �xé, moins si il peut varier : on peut préférer un modèleave moins de variables expliatives, don plus simple à expliquer.La variane empirique des résidus ne peut pas être un bon ritère, ar il n'est pas borné. Àla plae, on onsidère le ritère de détermination simple
R2 = 1 −

V ar(ε̂)

V ar(Y )Enore une fois, 'est un bon ritère seulement si le nombre de paramètres est �xé. On introduitaussi le ritère de détermination ajustée
R̄2 = 1 −

V ar(ε̂)/(n − p − 1)

V ar(Y )/(n − 1)Exerie 5 (Séletion du meilleur modèle)1. Montrer que R2 est ompris entre 0 et 1. Que se passe-t-il si Y est omplètement expliquépar X ? Si Y est indépendant de X ?Indiation: : faire les aluls ave les veteurs ('est plus faile de omprendre e qui sepasse).2. Construire une fontion qui alule R2 et R̄2 étant donné Y , X et Â.3. Caluler R2 et R̄2 dans les trois situations que l'on a renontré. Conlure.
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