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Google :
- chemometrics : 1050000

- functional+ data : 70900000

- functional + data + chemometrics : 17300
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Données fonctionnelles

Exemples :
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Pétrissage: résistance de la pate

long. d’onde (I)

Données spectrométrique
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Variable fonctionnelle et donrnee fonctionnelle

Definition [Ferraty et Vieu (2006)] Une variable aléatoire est
dite fonctionnelle si ses valeurs sont dans un espace de
dimension infinie. Une observation d’'une variable fonatieie
est appeléelonn ee fonctionnelle

X:{Xt . tET},
X, —-R

-7 C R : courbe

-7 C R?: image
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“Tableau” des donnees :

En pratique, une donnée fonctionnelle est observee dans un
nombre fini d’'instants :

O=to<t1 <...<tp="1T":

{(t()?Xto)a (tla Xt1)7 Rl (tk7th)}'

0 | | | T time
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Caractere “fonctionnel” de la courbe :

interpolation . linéaire, spline, ...

lissage siles données sont observées avec erreurs
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Lissage utilisant une base de fonctions (B-splines culsigue
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Exemples :
lissage

X(®)
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Donnees fonctionnelles qualitatives

Deville (1982)

X; € {"Single", "Married", "Divorced", "Widowed}
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Evolution de I'état civil des femmes de 15 a 45 ans.
-E =1{1,2,...m} = espace d’états,
- (A P), X={X; : tel[0,T]}, X;:Q — E (processus
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Methodes pour les données fonctionnelles

Deville (1974)

Saporta (1981)

Ramsay et Silverman (1997, 2002, 2005)
Ferraty et Vieu (2006)

- Analyses factorielles
- Modeles de régression

- Classification
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Exemples :

Vecteur de dimension finie

Donnees fonctionnelles

Données = (X1, X2,...Xp) X ={Xt}iep, 1
Matrice de cov. V :€ My, (R) Opérateur de cov. C de noyau C(t,s)
ACP fp. tu=(u1,...,up) € RP: fp.iu:T —R:
Vu=Au / C(t,s)u(s)ds = u(t)
Cp. :&=w1 X1+ ... +upXyp cp. : €= [ u(t)Xedt
Régression E(Y|X = (z1,...,%p)) : E(Y|X ={x(t),t 7})
linéaire Bo+ >0 1 Bixs Bo + / B(t)
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ACP des données fonctionnelles
(X, : te€[0,T]}:
- E(X?) < oo,
- Lo-continu,
- Yw € Q: (Xt(w))iepo,m € L2([0,T7),
- E(Xy)=0,VYt € [0,T].

C : L»([0,T]) — L2([0,T)),

T
S g gt) = / C(t,s)f(s)ds, ¥t € [0, T],
0

C(t,s) = Cou(X:Xs),Vs,t € [0,T].

C : autoadjoint, positif, compact et de trace finie.
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A >re > h{fidise

sz —>\’sza
X >0, lim A\ =0, ) X\ <oo
71— OO ,L:1
- (filfj) = di,5.

T
c= | () Xdt Vi> 1
§ /Of() tdt Vi
{g’i}i21 . Var(fz-) = )\Z‘,COV(gi,gj) =0, ;ﬁ ]

W : L2(Q2) — L2(€2),

T
Wz = / XtE(XtZ)dt, Vz € LQ(Q)
0
WE = N&i, Vi> 1.
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Reconstitution des donees en ACP ou dcomposition de Karhunen-Lave :

Xe =) fi(t)&, Vte[0,T].

i>1

Approximation d'ordreK (K > 1) :

K
Xt(K) = Zfz(t)gz, Vt € [O,T].
=1

Loeve (1945) :
X (K) est la meilleure approximation &een normeLs.

T
Vix,) = /O E(X2)dt = Tr(C) = 3" i
i>1

K

>\.
V 1
x5y =

- <1,
V(Xt) ZAi
i>1

Ik
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Exemple :

X ={Xy,t € [0,T]}: processus a accroissements stationnaires non corréiésgn, le
mouvement brownien)
C(t,s) = ¢ X min(t, s), ¢ > 0.

4cT?
A = Ck=1,... cc.
kT 2k — 1)2x2 >
2 . 1yt
- fe(t) = T sin((k — 5)7mF)
- I =81.1%
- I = 90.1%
- I3 = 93.3%
- Iy = 95.0%

Xem & fi(t) = fl\/gsin(%)
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Estimation et approximation de I'ACP

- Estimation
Deville '74, Dauxois et al. '82

{(X1,X2,..., XN}

N
Ot 5) = %ZXi(t)Xi(s), (s, 1) € [0,T] x [0,T],
1=1

-~ T,\
(EF)(t) = /O C(t, 5)f(s)ds, Vf € La([0,T)).
- dim B(|& - C?) =0,
Jim B — A)” = 0 (o(N~ ),

- Jim E(|fi - fill?) = 0 (o(N~2)).
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- Interpolation
{Oztl <t < ... <1p ZT},{XtO,Xt2,...,ti}.

(Deville '74 et Besse '79) : ACR X, Xtq, - - - ,ti} % ACP (Xt)te[o,r_p].
Interpolation linéaire :

p

IX: =) eipi(t), Vte[0,T],
1=0

{¢i }i=o0,..,p, €St UNE base dans un espace de fonctiofig;¢t—p. , v.a.r. :
Ith- = Xti p.s

ACP (IXt)ieio,m = I'ACP { Xy, Xty, ..., Xt, } avec pour métriqué/ = &', ou

© =AY A= (aij)o<ij<p @i = (i, B;).
Le choix des fonctions d’interpolation estequivalenta celui d’'une métrique.

Deville ’'74 : constantes par morceaux,
Pardoux '82 : splines linéaires,
Aguilera '93 : B-splines,
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- Lissage
{¢1,...,0,} dansLy([0, 7)), lin. indep.

ACP deX est equivalente a I'ACP dgv, ..., a,} avec la
metrique® = {(¢;, ¢;) }-
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Impl ementation R

Le packagdda
Quelques fonctions utiles :

création d’'une base de fonctions :
create.bspline.basis

- creéation d’un objet “donnee fonctionnelletata2fd
- réalisation de I’ACP fonctionnellepca.fd

- régression linéaire avec predicteur fonctionnel sur les
composantes principalepcr, pls
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Exemple. Les facteurs principaux : farines de Danone.

Lo
Lo _
re
o S _|
_ o
=9 o | < o
- <t - (e») —
= o = o
e o ] ha —]
p— <t ]
Lo o |
g 7
S | I I I I | I I I I
(0] 100 200 300 400 (0] 100 200 300 400
bonne[, 1] bonne[, 1]
(@]
— ]
. o
[a» —
(@n) L0
— — O
@ ¥ o
e 8 _ =
o |
S _ S
! | | | | I T | | | | I
(0] 100 200 300 400 (0] 100 200 300 400

bonne[, 1] Metho%egr%)%r[! Eﬂalyse des données fonctionnelles 9/441



Régression sur données fonctionnelles

Y =f(X)+e¢

Y . -scalaire R)
- vectorielle scalairel¥?)
- fonctionnelle {»([0, 7))

- qualitative

Modélisation parametrique et non-parametrique.
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Le modele lineaire
f - linéaire : théome de représentation de Riesz :

T
F(X) = (X, 8) 1, (o.1]) = /0 XuB(t)dt, B € La([0,T)).

Moindres carrés :
T

E(Y X}) :/O E(X,Xs)3(s)ds (W — H)

En général, c’est un probleme mal posé car

Théoreme (Picard)
2

. c:
B unigue < ) )\—g < oo,
i>1 "t

T
s
ci= [ BOGY)S0dt (i {fihiz1 (ACP) 60 = 3 S fite), t e [0.7)
0 i>1 7\
Exemple: Le processusK est un processus de Poisson sur [0, TYet X715, h > 0.
Alors,
czz 2
S ==
i>1 Aj i>1 I

Y = X1 etg est la distribution de Dirac en 3.
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Régularisation des moindres cares
- réduction de la dimmensiaX ~ Xg,S = {¢1,...,0p}
Régression sur les composantes principales (PCR) :

S ={f1,..., fp} -facteurs principaux de I'ACP d&
(Deville (1978), Aguilera (1998), Cardot et al. (1999))

- pénalisation des moindres carrés
. 1 <
B = argmin — > (Vi — (X;,8))% + A 8™ ||
Bes n i—

(Ramsay et Silverman (1997), Cardot et al. (2003))

- les moindres carrés partiel$LS).

n

N 1 1
BpLs = arg min = (Vi — (X, 8)* x —(X;, B)*
B € Ly([0,T]) "=t N
18]l =1
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L'approche PLS pour donnees fonctionnelles
X = {Xt}tE[O,T]1 Y = ()/17 s 7}/]?)1 p Z 1.

{ti}.~, — variables aléatoirason-correlées dans,(X)

Théoreme[Crit ere de Tuckel

T p
max Cov? (/ th(t)dt,ZCiY;)
0 i=1

w, ¢
w € Lo([0,T]), [lw] = 1
ceRP ||c|| =1

est réalisé poutv etc, les vecteurs propres associés a la plus grande valeur prdps

opérateursU x, respectivemerttyy, o0 Ux = Cxy oCyx etUy = Cyx o Cxy.
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Les composantes PLS

T
t1 = / Xiwq (t)dt
0

Proposition.
WXWYtl — Amaxtl

Itération PLS:

Leth,t = X, Vt € [O,T] andYO,i =Y,,Vi=1,....p.

Aupash,h>1: Wi WY t, = Agﬁxth,
Régression linéaire simple sty :

Xh,t — Xh—l,t _ph(t)tha le [O7T]7

Yyoi=Yn_1:—cnitn, 1=1,...,p.

{tn}r>1 - variables aléatoires
{pn}n>1 - fonctions deL2 ([0, T7])
{cn}r>1 - vecteurs d&RP.
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Theoreme [Decomposition PLS]rPour touth > 1:
a) {t;}1<i<n — Systéme orthogonal dads (X),

T
b) Y =cit1 +cata+...cpth +Yp = /XtﬁPLS(h) (t)dt + Y,
A\ ~ J 0

Yprsh)
c) Xi¢=pi1(t)t1 +p2(t)te + ... +pa(t)th + Xn. s,
d) E(Yi t:)=0Vi=1, .. hVji=1,..p,
e) E(Xpiti) =0,%t€[0,T],¥i=1,..,h

Théoreme [Convergence] lim E (HYPLS(h) - Y|\2) = 0.

h— o0

Theoreme [PLS vs PCR]rajustement a I'aide des premiérasomposantes PLS est

meilleur que celui avec les premiéregomposantes principales,

R*(Y,Ypcrmy) < R2(Y, Yprsm)-
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Remarque:

analogie avec I'analyse canonique

prise en compte des relations existant entre les variables
{n}izl,...,p-
réponse fonctionnelleY. = {Y; }.ci0.11.

choix deh en pratique : validation croisee.
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PLS et I'analyse discriminante linéaire fonctionnelle

X = {Xt}te[O,T], X Q2 — R,

Y Q- {l,..., K}, K>1,
- P(Y =) #£0,Vie{l,...,K}

Probleme :
Déterminer des scores discriminantes linéaires,

0(0)= [ X0, 9 € Lfo.7)

tels que

V(E(Q(X)]Y))
max
seL:[0,7]  V(P(X))
(James et Hastie (2001), Ratcliffe et al. (2002), FerraWie (2003), Biau et al. (2005))
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Réeponse binaire : un probeEme mal pog

Y €{0,1}:

<’ po=P(Y =0), p=1-py=PY =1),

| o(t) =BGV =0), () =E(X[Y =1),t € [0,1]
Soient

- C : 'opérateur de covariance de
- B : 'opérateur de covariance interclasses définit par

P g gl = / B(t, s)f(s)ds.

ou B(t,s) = pop1(po(t) — pa(t))(po(s) = pa(s)) = ¢ © ¢,
avecop = /popi (ko — p1).

Alors,
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La fonction discriminante, vérifie :

B3 =AC3, avec(5,CB)r,0m = 1.

Pb1
Po’

1~ —, /28
\/ 1

Alors, (3 est solution de I'égquation Wiener-Hopf

) ~~

Recodery par :

B(YX) = [ E(XX)3(s)ds (W
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En pratique

b1 p
Ye{0,1} = Ye{/& -/}

recodage

Régression PLS dE surX = {X,}ic0.1
- fonction discriminante Bprs ).

- score discriminant (X ) = fﬁ(tﬁpw(q)(t)dt.

Prédiction:
si®(X) <0alorsY = 1sinonY = 0.
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Réeponse multiple: K > 2

Ye{l,...,K}

SoitY ={Yi,...,Yx 1} le vecteur aléatoire dont les
composantes sont les variables indicatrices des modalités
{1,... K — 1},

Méthodologiebasée sur I'analogie entre I'analyse canonique et
analyse discriminante :

- régression PLS d¥ surX = {X;}icjo 1

- déterminer les composantes P{S, ... .t },

- realiser I'analyse linaire discriminante classiqueYdsur les
composantes PLS.
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Modélisation non-parameétrique
Y = f(X) +e.

> i1 YiK(d(w, X5)/h)
> K(d(z, X;)/h)
(Ferraty et al. (2006)! Convergencegi; (h) = P(d(x, X) < h).

Estimation non-paramétrique de la fonction de répartitionditionnelle et du mode conditionnel.
Précision des viteses de convergences.

flz) =

f : minimiser le risque empirique :

n

Remplf] = = 7 C(X, Vi, £(X0)

i=1
Fonction de perte :
( (y — f(x))? - quadratique
C(z,y, f(z)) =< max{0,|f(x) —y| — e} - ¢ - insensible
| —yf(z) + log(l + /(@) - logistique(Y € {0, 1})
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Risque regularise

Rreglf] = = 7 Clas,ui, f(a)) + 20U,

=1

ou X > 0 est un parametre de régularisatiorf ] un terme de stabilisation.

(F5 - 1D,
1 mn
Rre - C(xi, Yi, i)+ A >
olfl = 5 2o € v, ) + A1
pénalité

Im(X) e H (H = L2([0,17))

F =Hk:

K : H x H — R, symétrique et définie positiveH{x = {Z a; K (ti,-), ti€H, a;€R, n>1

1=1

( (z, )%, deN polynomial
K(z,y) = | (c+ (z,9)u)? deN,c>0 polynomial non-homogene
e =yl
. € 202, 0 >0, gaussien
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Regression dans RKHS

Theoreme [Representation]Soit{ (x;, y;)}i—q, x; € H, y; € R,
n> 0,neN,A>0etC: HxR xR — Rune fonction de
perte convexe. Alors, la solution du probléme : trouyer Hx
qui minimise

1 « A A
=5 (@i f(@2)) + Ml
1=1
existe, est unique et admet la representation

flx) = zn:@iK(ZC,xi), Vo € H,

1=1

oua; eR,2=1,...,n.
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Exemple.

C(2,y, f(z)) = (y — f(z)),
{(@i, vs) Fieas

(AnI+[K] )a =y,

oua = (aq,...,on) y=(y1,...,yn), [ K] € M, (R),

Perte logistiques - insensitive : méthode du gradient.
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Consistance dans RKHS

Theoreme [ConsistanceBoitC la fonction de perte quadratique ou
logistique et supposons qu’il existéy- > 0 tel que|Y| < My p.s.
Supposons aussi qu'il existetel quevz € H, /K(z,x) < k.

Alors, pour la fonction de perte quadratique on a

n€2

2 (fnﬂ—l— My%)z |

P (|Bemplf") = RIS

>ﬁ+8) < 2exp | —

2
8/{2M}2/ (1 + L)
ouf = A
nA
et pour la perte logistique,

AN

P (| Remsls™) - U™

oot K2 <9 Ine?\?
e+ — exp | — :
n\) — p Qx4
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On a aussi :

Corollaire. Avec les conditions du théoreme de representation

ona.

Rempf""] = Remp|f"] — 0,

R[f"] - R[f*"] = 0.
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Applications. Données fonctionnelles.

Parkinsoniens et I'angle de flexion du genou. Courbes de mahe.

60 -
50 -
40 1
30
20 -

104

Sujets sains — (jeune—rouge, agé-bleu) Sujets parkinsnnie
Question: Pour les sujets sains, I'age a-t-il un effet sur la marche ?

Courbes moyennes :
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30 sujets jeunes

30 sujets ageés.

Echantillon apprentissaget. Echantillon test 20. Nombre échantillons : 100

. Gaussien (1) IP(1,2) IP(1,3)
Modele PLS FLDA | PCR_FLog(4))
A=0.12 A=0.18 A =0.22
Aire ROC 0.780 0.790 0.760 0.780 0.750

Moyenne de l'aire de la surface sous la courbe ROC.

Taux moyen de mal classés pour le meilleur modelg0%
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Dough resistance

700 —

650 —

600 —

550 —

500 —

450 —

400 —

350 — |

300 —

250 —

Les farines de Danone
X = {Xi}tep0,480) - resistence de la pate durant 480s de pétrissage

Good
Bad

Adjustable

T I T I T I T I T I T I T I T
120 160 200 240 280
Time (s)

320 360 400 440 480

115 farines ;
Qualité des biscuits : 5®donne ), 40 (mauvaise ), 25 (@justable )
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N N (o] (o] Tp] Yo} < < (42] ™ N (qV] -~ -

aoue)sisal ybnoQ

80 120 160 200 240 280 320 360 400 440 480
Time (s)

40

Lissage avec des fonction B-splines cubigue avec 16 noeuds
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Résultats :
Y € {bonne, mauvaise }
100 échantillons ; (apprentissagé0 ; test :30)

Modéle PLS FLDA | K-NN(13) | PC_FLDA | Gaussien(6)| LDA

Taux de mal clasgs 0.112 0.103 0.142 0.108 0.154
Moyenne du taux des mal classés sur un ensembl@@échantillons test.

La fonction discriminant@®(X) = —1.46 + f;‘&) X:Bprs(t)dt.

Beta PLS discriminant coefficient function

0e+000+

—1e-004

—2e-004-

-3e-004

T T T T T T T T T
0 100 200 300 400 500
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Y € {bonne, ajustable, mauvaise }

100 echantillons ; (apprentissag€&0 ; test :35)

Modéle PLS FLDA | K-NN(13) | PC_FLDA | Gaussien(6)| LDA

Taux de mal clasgs 0.258 0.245 0.262 0.247 0.282
Moyenne du taux des mal classés sur un ensembl@@échantillons test.
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