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SPECIALISATIONS DE PCLYNOMES
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Pregented by P. Ribenboim, F.R.5.C.

RESUME. Ca travall, inspiré par le théor2me d'irréductibilité de Hilbert, &tu-
dle la structure arithmétique des polyndmes spécialisés P(x,Y) oft P est un po~
Lynéme irr&ductible 3 deux indéterminées X,Y.

INTRODUCTION. Soit P un polyndme irréductible dans @ [X,Y¥ ] ; d'apregs le théo-

réme d'irréductibilicd de Hilbert (1892) [4 ] 1'ensemble des nombres rationnels
x tels que P(x,Y) est irréductible dans @ {¥ ] est un ensemble infini.

En 1929, dans son mémeire sur les E — fonctions [6 ], C.L. Siegel donne Egale-
ment, sans démonstration, plusieurs résultats sur ies valeurs de certaines
G-fonctions. Bien qu'ils excluent le cas particulier des fonctions algébriques,
qui est celui qui nous intéresse ici, ces rEsultats, en ouvrant une nouvelle
voie d'approche du probliéme, ont eu une influenceimportante sur le développe-
ment du thdoréme de Hilbert. Cinquante ans plus tard, P. Bundschuh (3 1, géné-
ralisant des travaux de T. Schneider [5 }, et V.G. Sprindzuk [7 ),[81,[9]
aborderont le cas exclu par Siegel en utilisant des méthodes analogues aux
giennes. E., Bombieri, peu aprés [2 ]|, Elargira le cadre de ces derniers résul-
tats : il démontre en effet en 1980, un @noncé géndral sur les valeurs de
G-fonctions, comme Siegel 1'avait fait pour les E-fomctions.

Les théorémes que nous montrons ici contiennent tous les vésultats précédents
relatifs aux valeurs de fonctions algébriques ; leur démonstration repose sur
un développement de la méthode de Gel'fond ; ils généralisent le théor&me
d'irréductibilité de Hilbert em précisant 3 quelles conditions (effectives),

P(x,Y)} est divisible par un polynéme de degré donné.

NOTATIONS.
Les valeurs absolues v d'un corps de nombres F sont normalisées de telle
fagon que :
si v/p {c'est-3-dire si v prolonge la métrique p.adique sur @, p &taw: un
nombre premier)

=]
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=1
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si v/® (c'est-a-dire si v est archimédienne)
I x lv =-lxl pour tout nombre ratiommel x
{t | désignant la valeur absolue usuelle sur @).
S5i v est une place de F, nous noterons Fv le complété de F pour la métTique v
et di‘ le degré local d; la place v par rapport 3 @ d&fini par :
d =IF, e ]
Si x est un nombre algébrique zon nul, h(x) désigne la hauteur logarithmi-
que absolue de x définie de la mani&re suivante ; si F est un corps de nombres

suquel x appartient
1
[F:al]

la sommation étant Etendue 3 toutes les places de F.

¥
h(x) = Edv Log max (l,lxlv) ,

§ | - UN PREMIER RESULTAT AVEC UNE SEULE PLACE
Soient k un corps de nombres, E‘u un élément de k, et P un polyndme irréductible
dans k [X,¥ 1. On fait sur P 1l'hypothdse notée (H)
{HY = Il existe yne série formellie X -Dgcnm(x-ﬁo)m A coefficients nm.m?'o
algébriques vérifiant :
P(XYXY =90 -
On note K le corps k((nm)u?a) ; 11 est facile de voir que K est un corps de

nombres. Sous ces hypoth8ses, on démoncre le rEsultat suivant :

THEQREME | - Il existe deux constantes a,b (effectives), strictement positives

et ne dépendant que de P, Eo telles que :

8i & est un nombre algébrique différent de Eo’ d un entier positif et v une

place du corps K(£) et si :

K{(E)
d KLY ¢ )
_ v _d[k(E):k] _ _ —
g5t < aexp { deg, P h(E-€) - b m;)} 4
alors P(E,Y) east divisible dans k(E)(Y ] par un polynfme irréductible dans
K{ENY ] de degré strictement sup&rieur 3 d.

A cause de 1'inégalit& de Liouville, 1'hypoth2se de 1'&noncé me peut Etre réa-

lség que si d<q. Le cas deq-] est intéressant puisque la conclusion du théorame

est dans ce cas : P(L,Y) est irréductible dans k(E}Y ].

Le théordme | contient simultanément deux résultats de P.Bundschuh ([ 3 ] THEQREME 1)
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et de V.C. Sprindzuk ([ 7 | THEOREME ). Dans 1'&noncé de P. Bundschuh v eat
archimédienne et k=g ; 1'énoncé de V.G. Sprindzuk correspend au cas particulier
du théordme | oll keK=f, P est absolument irréductible (c'est—ﬁ-dire irréductible
sur la clfture algébrique de @), £ est un nombre rationnel, v une place finie de
Q et d=q-!. En outre, dans ces deux énohcés, on fait sur P 1'hypothéze notée (H'):
(H'} - Le polynime P(EO.Y) admet une racine simple n, -

Et d'aprds un lemme classique, si P vérifie (H'), alors P vérifie (H) avec
K-k(no). Le thfor&me I est un corollaire du théorime 2, qui est 1'objet du para-
graphe 2. Sonm énoncé fait intervenir simultanément plusieurs places, tenant compte

ainsi 2 la fois des points de vue archimédiens et p-adiques.

§ 2 - LE THEOREME PRINCIPAL

Soient k, ED, P, X, K comme dans le paragraphe 1. Four toute place v de K, soit
R‘r le rayon de comvergence de ¥ pour la métrique v ; d'aprés des théorimes clas-
siquea d'analyse, R, est strictement positif. La série formelle X iaduit donc
sur la boule ouverte B(f ,R I={xK /lx-£ | <R }ume fomction Y , strictement
0w v oV v v
analytique [1 ] sur toute boule fermée de B(EO.RV) vérifiant ;
pour tout x dang B(EO,RV) , P(x, ‘zv(x)) =0 .

Le théor@me suivant est le principal résultar de cette note.

THEOREME 2 -~ Il existe deux comstantes (effectives) A,B strictement positives,

ne dépendant que de P et de Eo ayant la pronrifté suivante :

si £ pat un El8ment de k, différent de Eo' Q un polyndme dans k [Y ] divisant
P(E,Y) dans k [Y ] et S(ED,E,Q) l'ensemble des places de K vérifiant :
lg-¢gl < R et Q¥ () =0 ,

alors
1 K . - deg Q - AT
[K:Q ]\ES(%,E,Q)dV Lng mn (] "E EOI V) * dESYP h(E ED) < A8 (E QO) )

V.G. Sprindzuk a démontré ce résultat en 1982 [9 ] dans le cas ol P est absolu-
ment irréductible et vérifie 1'hypoth3se (H') avec nDEk (et donc K=k} (En fait,
1'hypothise d'irréductibilité sbsolue est jeci superflue puisqu'elle résulte de
(H) si K=k). D'autre part, les comstantes A et B dépendent dans son &noncé éga-
lement du degré de k sur Q. Dans son article sur les G-fonctions [2], E. Bombieri

montre que les relations k-linéairement indépendantes liant les valeurs en un point
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£ de k, de G-fonctions 3 coefficients dans k, linZairement indépendantes sur

k{X) ne sont pas trop nombireuses. Or si P vérifie 1'hypoth2se (H) avec de plus
k=X, les séries ]I““x(deg{}.’—!) sont des G-fonctions 3 coefficients dans k
lingairement inddpendantes sur k(X). L'application du théorime de Bombieri &

ce cas particulier permet d'obtenir le théordme | dans le cas k«K.

§ 3 - APPLICATIONS
Dans ce paragraphe, nous supposons, outrs les hypothdses du théoréme 2, que
:‘;D- 0. Le corcllaire suivant, montre, sous certaines conditions, 1'irréductibi-

lité des polynSmes spécialisés P(Em,‘i) oli m est un entier suffisamment grand.

COROLLAIRE = Soit £ un &l&ment de k non nul, de hauteur h(£) non nulle (i.e £

n'est pas une racine de 1'unit#) er vérifiant la propri&té suivante :

pour tout ensemble § non vide et strictement inclus dans 1'ensemble des places

v de K relles que €l < 1, la quantite (] d"f Logl € )/b(}) n'appartient pas

3 Q. vE§

Alors il existe un entier (effectif) m he dépendant que de P,k et de £ tel que :

our tout entier g, si EP‘.:O alor. P(Em,Y) ent irréductible dams k [Y ].

I'hypoth&se faite sur £ dans le corollaire est satisfaite 5"i1 existe une place

v_ telle que le nombre réel I¢ |v soit strictement inférieur 3 | er n'appar—

T

i)

enne pas au groupe muitiplicarif®engendré par les g Iv tels que 1E 1 <
A'S

et v v .
o

£n particulier le corollaira s'applique dans les cas suivants :
a) La famille des ! £ |v, ol v décrit 1'ensemkle des places de K telles

quz g Iv “ 1 est non vide et multiplicativement libre {91 pour le cas
L=k

b) L'ensemtle des places v de X tellas que £ 1 < | a axactement un

v
s . s . . .
Elévenr (par exempla ¢i £ = P 00 p est un nombre premisr, g un entier plus
grand que | 2t K = @ ou 2ncore si [ = 1 o

. i s est un entier non nul et K est inclus
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dans un corps quadratique imaginaire). Dans ce cas, on a un résultat plus préecis :
il existe une conatante ho ne dépendant que de P telle que ! si h(F,)>hu alors
P(£,Y) est irréductible sur k.,

) k =@ et il existe un nombre premier p tel que | E! 1:’< I et que 1'idé&al
engendré par p dans i'anheau des entiers de K est une puissance d'un
idéal premier.

d) k = @, K est inclus dans un corps quadratique imaginaire et [El< |,

a) k = K = §§ (Conséquence de c) et d}, voir aussi [B] ).

L'exewple du polynfme P = Y2 ~ ¥ montre que 1l'hypothEse (H} n'est pas superflue
dans 1'&noncé du corcllaire et donc dans celui du théordme 2.

§ 4 COMPLEMENT ATl THEQOREME 2

Nous donnons ici un 8noncé légdrement plus faible que celui du théor2me 2, mais
d'oll ont disparu les fonctione algébriques.
Soient k un corps de nombres, Eo un &lé&ment de k, F un polyndme irréductible
dans K X,Y ] . On suppose dans ce parasgraphe qu'il existe un nombre algébrique
r|° tel que

B(EN) O PLE,N)FO .
On note K le corps k(no) et PE n le polyndme de K[ X,Y] défini par

o' o
P (=€ ,¥-n) = PXY) .
U ) (3
On a alors :
P -1 S ol & avec C,, =0 et G, $#0 .
Eo’na okisdeg 1 0o ol
gajwde

Soit £ un nowbre réel strictement compris entre O et le minimum des IcOlI oil
v décrit l'ensemble des places archimédiennes de K ; pour toute place v de K,

on note Bv(s) la quantité d&finie par :

lcml
B () = win |1, hd si v est finie
v Max lc .l
K j<deg, e v
g, I =-¢ si v est
B (e) = min {1, 01 v infinie .
dngP(dngP-l) Max lc .l

2j<deg, P erv
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Enfin nous supposons toute place v de K prolongée 2 la cléture algébrique de Q.

Alors sous ces hypethises et notations on a le résultat suivant :

THEQREME 3 - Il existe deux constantes (effectives) A', B' strictement positives,

ne dépendant respectivement que de Eo’ P,e et EO,P ayaut la propriftf suivante.

Solent £ un Elément de k différent de Eo,n uwn nomhre algfbrique tels gque

P(E,n) =0 ; si T(E,+5,0) est l'emsemble des places v de K vérifiant :

f1 exi i é k tel :
exigte 1m conjugu n, de n sur el que

! -l <
n, - nt, <B, €,

alors

On a BV(E) = | sauf pour un nombre fini de places de K ; mair en général le
résultet devient faux si 17on remplace tous les p (&) par | dans 1'Enomcé du
théoréme 3 (ConmidErer le polynéme P-12+Y2+ZY et la famille de points

ht1,h 2 3%b
B=(E ,n) ol h»0 et £ = i » - e
n” Gty ta pr iyt S S Ty
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