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THEORIE DES NOMBRES. - Parties hilhertiennes et progressions géométrigues.
Note de Pierre Débes, presentée par Jean-Pierre Serre,

Naux montrons dans cette Note que si b est un entier distinct de L1, — 1, toute partic hilbertienne de Q
conticnl une progression goometrique de taison b,

NUMBER THEORY.  Hilben subsets and geomelric progressions.

 The main sesult of this paper asserls that every Hilhert subset of Q comtains o geometric progression (ah®)_. |,
Jor coery integer b0, - |

Soicnt P, ..., P, n polyndmes irréductibles dans Q(X){Y] ¢t H,, p, 'ensemble
des nombres rationnels § tels que les polyndmes P (E, Y), . ... P (%, Y) soient irréducti-
bles dans Q[Y]. En 1892, D. Hilbert a démontré que tout ensemble du type He,
qu'on appelle depuis partic hilbertienne, est infini (theoréme dircéductibilité de
Hilbert [7)).

Important en théoric des nombres (voir [11]), ce résultat a suscité depuis de multiples
travaux : on sait ainsi depuis Siegel majorer en O ( \/P_sl) le nombre des cntiers £ qui ne
sont pas dans H, . et tels que |E|SN; on sait aussi, grice a A. Schinzel 9] et
M. Fricd [5]. que toute partic hilbertienne contient unc progression arithmétique. Plus
réccemment, V. G. Sprindzuk, 4 partir d’'une méthode de Sicgel, a obtenu de nouveaux
résultats [13], lui permettant notamment de construire une partie hilbertienne universelle,
c'est-a-dire une partie de Q contenue dans toute partie hilbertienne, 4 un nombre fini de
scs elements prés ([12}, voir aussi [6]).

L’objet de eette Note est le résultat suivant qui constitue une nouvelle version (effective)
du théoréme d'irréductibilité de Hilbert.

TueoreMe |. — Soient Py, ..., P, n polynémes irréductibles dans Q(X)(Y] et b un
entier distinct de 0,1 et —1. Alors il existe un entier a non nul vérifiant : pour tout entier
mz 1, les polynémes P, (ab™, Y), ..., P,(ab", Y) sont irréductibles dans Q[Y).

En d’autres termes, Ic théoréme 1 signific que si b est un entier distinct de 0,1 et —1,
alors toute partie hilbertienne contient une progression géométrique de raison b. Il
améliore le théoréme 4 de [4] qui affirmail sculement I'existence de « beaucoup » de
progressions géométriques dans toute partie hilbertienne.

La demonstration repose en grande partie sur les résultats récents de Sprindzuk [13),
généralisés dans [4]. On emploie ici plutdt leur forme géométrique donnée par Bombieri
dans (1] (voir aussi [3] et [4], § 2.4).

NotaTions. — Les valeurs absolues associées aux places ¢ d’un corps de nombres F

sont normalisées de telle fagon que : si v|p (c'est-a-dire si ¢ cst au-dessus du nombre
premier p)

[lo=p"".
et si 0] au (cest-a-dire si v est archimédienne)
I!’;L,=E_, pour tout nombre rationnel positif E.
M, désigne l'ensemble des places de F. Pour ve M,, nous notons df le degré local de la

place v par rapport a Q. Enfin, si € est un nombre algébrique, h(E) désigne la hauteur
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logarithmique de & ({8} chap. 3) définie par :

! .
ooy dilogmax (1| Z])
[l- Q] veEMp
si F est un corps de nombres auquel § appartient.
De fagon précise, le corollaire des résultats mentionnés plus haut, qu'on utilise ici est
le lemme suivant; on le déduit du « Main Theorem » de [1] ou du théoréme 3 de {4] de
la méme maniére que la proposition 1 du paragraphe 3 de [4].

h{3)=

LemMme. — Soieni C une courbe projective irréductible lisse, définie sur un corps de
nombres k. @ wune fonction rationnelle sur C définie sur k. Q un pole simple de @, k(Q)
son corps de définition sur & et p un élément non nul de k. On suppose qu'il existe une
infinité de points M, m20, k-rationnels sur C et wne suite (W)= dentiers tels que
o (M, )=p*~. Alors il existe une partie S de Pensemble des places ¢ du corps k(Q). on
|pl.> 1, telle que :

i

|
_— d‘i_(Qll =__} .
Qg L eelel= o 'f"’

EsQuissE DE DEMONSTRATION DU THEOREME |. — Plusicurs arguments, classiques pour -

la plupart, permettent de se ramener A {'énoncé ci-dessous: principalement la
proposition 1.1 du chapitre 9 de [8), le théoréme de Puiseux, la proposition 3 du
paragraphe 3 de {4] et le fait qu'une éguation polynomiale P(u, v)=0, ou P est un
polyndome irréductible sur un corps de nombres F, mais réductible dans Q{X, Y], n’admet
qu'un nombre fini de solutions (u, v} dans F2.

THeoreME 2. — Soient PeQ[X, Y] un polyndme de degré partiel en Y supérieur ou
égal a 2 et e2 | un entier tels que le polvnome T1(Y) = P(X®, Y) soir absolument irréductible
et posséde une racine dans Q((X)). Soit b un entier distinct de 0,1 et —1. Il existe un
entier non nul ag tel que pour tout multiple non nul a de o, le polynéme P(a°b6™, Y} nait
pas de racine dans ¢ si m est un entier suffisamment grand.

On remarque tout d’abord qu’on peut supposer que b est un entier positif non puissance
stricte d'un autre entier; sa décomposition en facteurs premiers est donc de la forme :

b=qi' ... qg,
ou les ¢; sont des nombres premiers distincts et les «; des entiers non nuls premiers entre
eux dans leur ensemble. L'introduction du polynéme I1, qui est essentielle pour la suite,
oblige cependant A travailler, non plus sur 'entier b, mais sur une racine e-iéme f} de b.
On note k le corps Q(p).

Pour se placer sous les hypothéses du lemme, on procéde de la fagon suivante. On
note R le corps de fonctions :

R =k {X)[YVII,

C un modéle projectif lisse du corps de fonctions R Q=Q(X)[YI/T1 et x. v les classes
modulo 1 de X et de Y. La définition de I'entier ¢ impose que la fonction x posséde au
moins un zéro simple sur C. On note @ un zéro simple de x pour lequel le nombre
[k (Q) : k] soit minimal. On distingue alors deux cas suivant que [k (Q) : k]=deg, P ou
non (on u toujours [k{Q) : k]£deg, P).

Premier cas : [k(Q): k]#deg, P. — le lemme va permettre de conclure pour a,=1.
Soit « un entier non nul. On raisonne par I'absurde : on suppose qu'il exisie une infinite
d’entiers m pour lesquels le polyndme P(a® #™, Y) ait une racine dans Q. En remarquant
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que Pl b7 Y) =11(afi". Y). on en déduit qu'il existe une infinité de points M_. m20.
k-rationnels sur C, et une suite (M) z o d'entiers tels que v (M,) =2f"~. D aprés le lemme,
qu’on applique sur la courbe C a la fonction @ =a/x et au nombre p=1/8, il existe donc
une partie § de Pensemble des places v du corps k{Q) ot |B|, < 1. vérifiant la relation -

| |
e § RN et ——h{P)=0.
0T Q) 2 & oBlBle+ S h®)

qui multiplice par e, donne :
1 1
Y [ frph s —— ]log|b|w=0.

weig LIKIQ: Q155 ° degy P

141 elw

Mais les nombres Log | b|,. ol we Mg et |b], <1, sont linéairement indépendants sur Q.
On obtient done :

(R} deg, P. § dO={k(Q):Q] pourj=1,..., g
el
vlaj

Quelques considérations arithmétiques montrent alors que :
efpged (e, ) divise Y J4@ pour j=1, ..., %

veS
viqjy

Ensuite, 4 cause de I'hypothése pged (a,, ..., a)=1,o0ona
ppem ((efpged (e, u-j))i §j§g) =e.
Enfin, le théoréme de Capelli ([10], 1. 13, th. 21) montre que [k : Q]=e. Tous ces résultats,
reportés dans (R), conduisent 3 ;
degy P divise [k(Q) : k],
ce qui contredit 'hypothése du premier cas.

Deuxiéme cas : [k(Q) : k]=degy P. — Dans cc cas, on commence par construire une
fonction 3*€R, entiére sur anncau k[x] et dont la valeur y*(Q) en Q engendre le
corps k (Q) sur k. Si IT*ek [X, Y] désigne le polyndme minimal de y* sur k (x){ =~k (X)),
le polynome T1* (0, Y) est, sous I'hypothése [k (Q) : k] =deg, P, nécessairement irréducti-
ble dans k[Y).

A cause d'un femme de Hasse ({2}, chap. VIII, th. 9), il existe un idéal premier p de k
vérifiant :

(a) L'équation I1*(0, y) =0 n'a pas de solution y dans le corps résiduel de p.

(h) Les coefficients du polyndéme TT* sont dans I'anneau de valuation de p.

On note p le nombre premier au-dessous de I'idéal p et on choisit Ay =p.

Soit o un multiple non nul de p. Comme dans le premicr cas, on suppose qu'il existe
une infimte de points M,_, m 20, k-rationnels sur C et une suite (Mmtmz o dentiers tels
que x (M, )=af"m.

En appliquant aux points M, la relation M*(x, y*)=0, on obtient que I'équation
N* (af™, ¥)=0 a une solution y,, dans k pour une infinité d'entiers m. La condition (b)
autorise a réduire cette équation modulo p, ce qui conduit 4 :

1*(0, y,)=0 modulo p pour une infinité d'entiers m
et contredit donc la condition (a).

Remise le 18 novembre 1985,
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