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par Pierre ITEES (M

Introduction. - Nous nous intéressons dans cet exposé & la atructure arithmétique
des polynfmes spécialisés P(x , ¥) , o P est un polyndue irréductible dans

WX, Y], k est un corps de nombres, st x un élénent de k .

11 n'existe aucune raisen a priori pour que P(x , ¥) soit irréductible dans
¥[Y) ; cependant tous les travauz réalisés sur la question wontrent que l'ensemble
des éléments x de k tels que P{x , Y) soit irréductible dans X Y] est 'gros",
en des sens divers ; par ezemple, d'aprds le théorzms d'irrdductibilité de Hilbert
[5), qui =5t le point de départ des investigations ultérieures, cet ensemble est
infini. '

Mais jusqu'd ces dernidres années, on ne disposait pas de résultats effectifs,
cleat-i-dire des rdsultats disant @b sgnt, et ol ne sent pas, les éléments x de
k ’hﬁﬁptionnels“ {ceux pour lesquels Plx , Y) se décomposé dans K Y] ), disant
gl un dléuent dormé x de k est, ou n'est pas, "exceptionnel", enfin s'il 1'est,
conment se découpose P(k , ¥) . Les théordues 1 st 2 de cet exposé, qui généralisent
des résultats de P. BUNDSCHUH [2) et de V. G. SPRINDZUK ([81, [9]) apportént gquelgques

élénents de réponse & ces questions.

Hotationa., - Les valeurs abasolues v d'un corps de nonbres T seront normali-

sées de telle fagon gue :

- si v/p (clest-a-dire si v jrolonge la métrique pe-adique sur § , p étant

un nombre prenier)

- gi v/ (ctest-&-dire si v est archinédienne),

[xlv = (x| pour tout entier rationnel x .

(|| aésignent la valeur absolue usuelle sur Z ).

3i v est une place de F , nous noterons Fv le conplété de T pour la métriqus

!
v, et dz le degré local de 1a place v par rapport & Q défini per :

d?=[Fv:gv].

v

o - — ‘
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MF désignera 1'enscuble des valeurs absolues nornaligées de F

3i x est un nouwbre algébrigue, n(x) désignera la hauteur logarithmique absolue

de =z définie de la waniére suivante : si F est un corps de nombres auquel x

appar‘tient
. ] ) 1 m
(h ) F s Q VEMF v ' ( ’ | !D) '

I1 est classique que cette définition ne dépend pas du corps de membres F  conte-
nant x .
1. Un résultat d'irréductibilité.

Soient k wun corps de nombres, et P un polynbue irréductible dans WX , Y] .

On suppose en sutre qgue P vérifie 1'hypothise suivante, notée (H) :

- £ox AL < = .
(E) I1 existe une série formelle Y = Zﬁ X a coefficients |L', u=Q, al

gébriques vérifiant
(X, 1) =0.

30it ¥ le corps k((TID)rPO) ; i1 est facile de voir que X est un corps de
nonbres.

THEOREME 1. - Il existe deux constantes a , b, strictewent positives, ne dépen-

dant gue de P , felles que

3i & est un nombre algébrigue non nul, 4 rzentier pogitif, v wune place du

corps K(g) , et si

(1)

gl

() roar, '1
> E(y)a] Y.y e
A T < el i%%—;;ﬁ n(g) - vvn(g)},

alors P(§ , Y) est divisible dans k(&) Y] par un polyndue irréductible dans
k(g)[Y] de degré stricteuent supéricur 3 d .

N

Pour conclure & 1'irréductibilité du polyndme P(E , ¥) sur k(g) , il suffit de
vérifier que la condition (1) du théordne 1 est rédalisée pour 4 = dng P-1.
Dtailleurs & cause de 1'indgalité triviale :

£ ' M

ey Ty o el 2 -n(e)

le nombre 4 = dng P - 1 est la valeur waximale d¢ d pour laguelle la condition

(1) peut 8tre rdalisde.

Le théordie 1 généralise sinultanduent deux résultats, l'un de P, BUNDSCHUH (Ca7,

Théordue 1), 1'autre de V. €. SFRINDZUK ([87], Théor2ue 1} ; dans 1'énoncé de P.
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BUNDSCHUM, v est archinédienne, k = Q et les constantes a , b dépendent aussi
du degré de § ; quant & 1'énoncé de V. G. SPRINDZUK, il correspond au cas particu-
lier du théordue 1 o k=K =9Q , P est absolument irréductible (clest-3-dire
irréductible sur la cléture algéhrique de 2 ), £ est un nombre ratiommel, v une
place finie de Q et d = dng P - 1 3 en outre, dans ces deux dnoncés, on Tait

sur P 1'hypothése suivante que nous noterons (H'):

(H') I eriste un nonbre algébrique Tb vérifiant

PO, Ty) =0 et Byo, W) F 0.

I1 est classique que si P vérifie (H') ,alors P vérifie (H) avec X = k(1b) .

Dans le cas d'un éléuent § de k , non nul, tel ‘il existe une unique place
v de K telile que \E\v <1 (par exenple, 81 € = pn , ol p est un nombre pre~
nier non décomposé dens K , clest—3-dire tel que 1'idéal engendré par p dans
l'anneau des entiers de K soit une puissance d'un idéal premier, et n est un en-
tier supérieur & 1 ) la condition (1), avec d = dng P-1, stéerit
h(g) o

- 2 L ) 0 <
Togy T + bVn(g) - loga<o0.

On déduit donc du théordne L, le résultat suivant :

COROLLAINE. - Soit £ un &léuent de Xk  tel que z»LK(g) ={ve L |L:,\V < 1}

ait exacteuent un élément.

31 h(g) > hO (gg_ hD est une constante positive ne dépendant que de P et de

Y ), alors P(&, Y) est irréductible dans k[Y] .

Rewarque. - Si K = g (cas traité par SPRINDZUK dans [8]), le corollaire s'appli-
que aux & de la forme pn , ou n eat un entier supérieur & 1 et p un nombre
preuier quelconque.

Intuitivenent, le résultat du corollaire signifie que si un nonbre € est "aritmé-
tiquenent simple", alors P(E, Y) est lui aussi arithoétiquement simple dans k[Y]
Le théordme 2, plus général que le théoréme 1, va mettre en évidence un lien entre
la structure arithuétique de & (la décomposition de 1'idéal fractionnaire engendrd
par £ dans 1'amneau des entiers de ¥ , qui interviendra dans 1'énoncé par l'inter-
médiairc de l'ensemble des places v de K telles gue |§;|v <1 ) et celle de

P(g, ¥) (décomposition en irréductibles de l'amneau principal K Y] ).

2, Le résultat global.

Soient k , P, Y, K coaoe dans le paragraphe 1. Pour toute place v de K,

nous noterons Rv le rayon de convergence de la série formelle T pour lamétrique v.

4 cause du choix des normalisations des valeurs absolues que nous avons fait, Rv
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ne dépend pas du corps % ; si {O est le corps engendré par Q et les coefficient

\ z
0 . (“m’mao) y alors R est égal au rayon de convergence
de Y dans le complété de KO pour la restrictionde v 4 X

de P, et K. lecorps k (
0 *

D'autre part, pour toute place v de X, Rv est strictenent positif. Si p
vérifie 1'hypothdse (') .c’2st sinplewent une conséquence du théoréme des fonctions
implicites. Dans le cas oi P vérifie senlement 1'hypothése (H), il faut recourir
& des résultats plus sophistiqués : le théordue 4'Eisenstein [4] pour les places
finies, et le théordme de Frobenius-Malgrange [ 6] pour les places archinédiennes
(11 est classique que la série formelle I étant algébrique sur k(X) est solution
formelle, d'une équation différentielle lindaire & coefficients dans k(X) & points

eingnliers réguliers ; d'aprés le théoréne de Frobenius-Malgrange, c'est une solu-

tion convergente).

La série formelle Y induit donc sur 1z boule ouverte

une fonction Y& , strictement analytique sur toute boule fermée de B(0 ’ Rv) at
vérifiant s

Pour tout = dams B0 , Rv) , Pz, Yv(x)) =0 .
Le théoréne suivant est le résultat principal de cet exposé.

THIOREME 2. - I1 existe deux censtantes 4 , B positives ne dépendant que de P

et I, ayant la propriété suivante :

.

Si & est un éléuent de k , non nul, Q un polyndue dans X Y] divisant

P(g, Y) dans k[Y], et S(¢, Q) 1'ensenble des places v de K vérifiant :

lgl, <B, et ¥ (5)=0.

K o ( sl de . N
T Sres(s,q) O 2og min(i, [l +a—‘;§{~%h(g)| <4+ BYn(E) .

Le résultat du théoréme 2 est couplétewent effectif : les constantes 4 et B
sont toutes deux calculables & partir des donndes ; je donnerai dans [ 3] une valeur
explicite pour ces constantes. Notons avssi que, quitte & les grossir un peu, on
peut demander & ces constantes de ne ddpendre que de P : il n'y a en effet qu'un
noubre fini de séries formelles (au plus degy P ) vérifiant 1'hypothése (H). V. G.
SPRIMDZUK a déuontrd le théordne 2 en 1982 [9] dans le cas ou P est absolument
irréductible et vérifie 1'hypothdse (H') avec ﬂo ek (ct donc K=k ). (BEn fait

1'hypothese d'irréductibilité absolue est dans ce cas superflue puisqu'elle résulte
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de () si K =k.). D'autre part, dans son énoncé, A et B dépendent égalevent

du corps k .

On peut interpréter le théoréme 2 coure un résultat sur la distribution des Y&(g)
qui sont définis, & 1l'intéricur de l'ensenble des racines de P(g , Y) . Bn effet,

d'aprés la formule du produit,
e 1 3 K . .
n(g) = - 7] ‘ZVEMK d_ log min (1, |'5|v) ;

1tindgalité (2) du théordue 2 signifiec donc, qu'a un O(h(%)_1/2) prés, la probabi-
1ité (selon la loi image par l'application v |--> d% log |§\v ) qu'a une place v ,
dans NK(g) = {ve Mo [g{v <1}, d'appartenir & un enseuble du type S(€ , Q)

(Q étant un diviseur de P(E, Y) dans k[Y]) , clest-3-dire la prcbabilité qu'a
un I}(E) d'étre une racine de Q , est égale & deg Q/dng P, ce qui est relati-

venent naturel.

En particulier, si P ost absolument irréductible, les Yv(g) , qui sont définis,
sont (toujours & un terme d'erreur prés) dguidistribués & 14nterieur des racines

a
du polynérue P{¢, Y) .

Disons enfin qu'd la lumiére de cette interprétation du théortme 2, on comprend

nieux pourquoi son résultat est banal dans les cas extrémes R €k et Q- P(g, )

Le théordme 1 se déduit facilement du théordie 2 (nous le wontrerons en détails
dans [37).

Lz résultat que ncus donnons wmaintenant généralise le corollaire du théordue 1 et
corrobore 1'idée que l'on en avait dégagée selomn laguelle plus un nowbre & est
Marithnétiquenent sinple!, moins la structure arithuétique de (¢, ¥) est cou=-
plexe.

« o
COROLLATRE. - Soient € wun élénent non nul de k , et P(§, Y) : u Qll y see Q;

la découposition de P(E€ , ¥) en polyndues irrdductibles distincts Q de 1'annesu
(Y] .51 n(g) >n (o h

de Y ), et si MK(Q) désigne 1'ensenble des places v de X telles que |g|v<1,

est une constante positive ne dépendant que de P et

alors
r < Card M[{(g) .

Déronstration. — On déduit aisduent du théordne 2, 1l'existence d'une constante
h1 20 vdérifiant ;: 31 T e kK et h £) > hl , alors, pour tout polynbme Q divi-
sant P(E , ¥Y) dans X Y] tel que deg 321, on a

L'apnlication
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(5o = vem(e) 5 [el <R} —>{1,2, ..., 1]
v (=== 1), adtini par Qu( (Y, (8)) =0,

est done surjective. L'inégalité denandée cn résulte.

3. Une esquisse de déuonstration du théorswe 2
J1E SRqUIsSse e CeLONSLration oo VAOOIeks <

On remarque tout d'abord que ce que 1l'on veut obtenir, c'est une estiuation de
deg Q gqui, si Q est un polyndme irréductidle dans kY] , cst égal au degré sur

k des Yv(g) on v décrit ltensenble S(§ , Q) .

Le probléue consiste donc en une étude arithmétique de valeurs de fonctions algé-
brigques jon va le traiter en utilisant des uéthodes developpdes pour 1'étude de va-

leurs de Tonctions transcendantes (Méthodes de SIEGEL, GEL'FOND, SCHNEIDER, ...).

C. L. SIEGEL, en 1929, fut le premier & envisgager cette démarche : en effet, A la
fin de son articie sur les E-fonctisns (7], 11 fait plusieurs renarques sur la pos-
sibilité d'utiliser sa iéthode pour 1'étude des G-fonetions ; or les fonctions al-

gébriques constituent un exemple typique de G-fonctions.

Cinquante ans plus tard, en utilisant des méthodes analogues & celle de 3IEGEL,

P. BUNDSCHUH et V. G. SPRINDZUX aboutiront sux résultats nentionnds plus haut.

La démomstration duthéordme 2, dont nous allons aintenant exposer les grandes lignes,
et qui généralise celle de P. BUNDSCHUH, s'appuie, elle, sur un développerient de la
néthode de GBL'FOND ([ 101, Chepitre 3).

Nous supposerons dang un prei.ier tenps que § le diviseur de P(g€, Y) consideré

dans 1'énoncé du théordue 2, est un polyndme irréductible dans X Y] .

Les constantes fi , 1 <41 <8, intervenant dans 1la dénonstration du théorsre
sont des quantités positives ne dépendant que de P et de Y , excepté les fB,v y
v décrivant MK , qui dépendent aussi de v | uwais dont le produit est convergent
et ne dépend lui, que de F et de Y . D'autre part, il est clair que 1'expression
4 najorer dans 1l'énoncé du théordune 2 est inférieure & h(£) . Nous pouvons donc au
cours de la déuonstration (ce que je ferai plusieurs fois sans lo dire) supposer que

h(g) est assez grand (supérieur 3 une constante {ne dépendant que de P et de 1_)).

ire étape : Construction de fonctions auxiliaires possédant de nombreux zéros.

3oient L >0 wun entier, et p 1'entier défini par p = L{W¥h(e)] ([ ] dési-
o .5 . i Ld
gnant la partie entidre) j on construit un polynéme non nul v = Zi ; g 3 X v?
¥ 9
a coefficients dans k , vérifiant :

(a) ®%9<p,d%Y§<®%P.

(v) 8i ves(g, Q) , alors
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1° ¢ = Q(X , Yv) a un zéro d'ordre supérieur & L en O

v ?

2° ¢ awun zéro d'ordre supérieur & I en § ,

() n(s) L(FESLn(9) + £, Vi(3) + £, + al1))
Y

=y L k
n(s) = () E;emk dv log Hv(é)

ot %@)=mﬂwmu; 0€igdegy ¢35 05 <degy 8.
T1 s'agit de trouver une solution non triviale et "pas trop grande" 3 un systéne
e
d'équations linéaires, on utilise pour ceci un leune de 3iegel bien adapté & la si-

tuation (du type de celui qu'utilise E. BOMBIERI dans [17).

On dispose de p dng P inconnues ; voyons quel est le nombre d'équations du sys—
tine.

La condition (b-1°) ost indépendante de ve 5(g, Q) . En effet, les développe-
uents de Taylor a l'origine des év sont tous dgaux 3 &(X ’ I) + Ensuite, les coef-
ficients des équations qui traduisent cette condition, étant des sommes de produits
de TE , appertiennent & K . La condition (b~1°) ost donc finalewent équivalente a

L[K : k]| équations.

Montrong gque la condition (p-2°) ne ddpend éealement pas de v e s(e , Q) « On
peut supposer que P%(g s Yv(g)) # 0 . Les coefficients (yu,v)UZO du développement
de Taylor des Yv en & sont alors tous déten:inés & partir du premier par une
relation de récurrence sur k (précisénent S

A€ k(};O , eee xm) ).

1,v = An(yo,v s see g ym,v) ot

D'autre part, si v et v sont dans 3(¢ , ), Y (§) et ¥ (g) aont con-
1 2 Vi Va .

jugués sur k car on a supposé Q irréductible sur k . On déduit des deux renar-

v
conjuguds sur K . 3 4Stant & cocfficients dans k , ceux dos év , DU VES(g,QL le

ques précédentes que les développenents de Taylor en £ des Y ,od ve3(y,Q) sont

sont aussd,la condition (b~2°) ne dépend donc effectivenent pas de v e S(g, Q

Les coefficients des équations traduisant la condition (b-2°) sont ici dans un
corps de degré sur k égal & deg Q (deg Q = [k(Yv(g)) : kW) . La condition (b—2°)

est donc équivalente & L deg Q 4équations.

La condition de résolubilité du svsteue s'éerit done :
p degy P > L([K : ¥] + deg Q) .
Elle est réalisde dés que h(E) est suffisamuent grand.

Le lemne de Siegel garantit alors 1l'existence d'une solution non triviale dans
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Pdeéyp i N . -,
k dont la hauteur est najorée en fonction de la hauteur fes coefficients du

gystéue . Il s'agit donc maintenant pour obtenir (c) de uajorer la hautcur des coef-
ficients des développements de Taylor en O et en £ des Iv « C'est sfirenent 1a
pertie la plus technigue et la plus longue de la démonstration, nous n'en donnerons
que les argunents essentiels, Disons seule:ent que le probléne consiste 4 obtenir
des wajorations des valeurs absolues des coefiicients y,» B >0 , d'une série

-

formelle y = Em>0 ¥y ™ vérifiant F(X, y) =0 ou Fe€ qUx, ¥] (3 aésigne 1a

cldture slgébrique de Q) . .

Pour ics places finies, on utilise le théordue d'Fisenstein [4], on a, pour tout
n =1

lvaly 12137,

T étant la constante d'Eisenstein de la série y .

Pour 1les places archinediermes, on utilise les inégalités de Cauchy, ce qui donne,

pour tout wu =0,

I\r
by,le si(-gl
r

o 0 <r <R ot M(r) = sup|x|v:r |Y(X)|v .

Lo difficulté réside dans la nécessité d'obtenir des rdsultats précis et compldte~
nent explicites de fagon 3 pouvoir les appliquer au développenent de Taylor des

Yv en 0 , et surtout en ¢ .
2e détape :
H

deg, § < degy P, donc X, Y) £0 ;

alors % = VK(Q(X , X)) <+ . (V, désigne la valuation X-adique dans Q([x1T )

ai P4

On note & le coefficient de XY dans &(X , ¥) ; © est un élément d¢ X non
nul. A ce niveau de la néthode, on utilisc un argument arithnétique, ici la formule
du produit :

dK
(3) n

=1 V
Vel &l =1

3e dtape : Majoration des E'v .

On distingue 2 types de najorations suivant que v appartient & s(e, Q) n MK(é)
ou non. (Rappelons que My(g) est 1l'enseurble des places v de K telles que

lgl, <1)-
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5i_ve S ol : 0 §=132 . ¢ : wes
1 {¢, Q) lﬁg) n a 1, 3 ijﬁ ou les %j sont des soupmes
de produits de Th ; on en déduit, en utilisant les nmajoratisns faites 2 la fin de

la lre étape, que

- < N A N . . sosa:
lb|v <, Hv(&) LB’V o (g p 81 v est archinédienne

P =1 sinon.

51 ves(g, Q) r1MK(§) : (n utilise ieci un arguuent analytique. On applique le

principe du naxiwun a la fonction

aéfinie sur B(O , Rv) y qui, par construction du polynbue & , est strictement ana-
lytique sur toute boule fermée de B(O , Rv) , et qui prend la valeur

Gv(O) = 8(- §)~L en O . On obtient .

- L o\ AL sos ,
< % T > : v vy
|6| S |§| q (&) f3, ol P est défini cowe précedemnent .

En reportant dans (3), on obtient :

dK -
) P (n(a)) T

(4) 1< P[HVES(E,Q) oin (1 s |§| exp(h(g

4e étape : Lenne de zéros.

L'objet de cette étape est d'obtenir une najoration de 2, l'ordre en O des
QV . On utilise pour ceci un lemme de zéros classique (voir par cxenple [ 2] lemme
1). P étant irréductible dans k(X , Y], R le résultant per rapport 3 ls va—
risble Y des polynfmes P et ¢ , est un polyndme en X , non nul ; il est facile
de voir que l'ordre en O de &(X , ¥), 3, est majoré per 1'ordre en O de R,

lui-zéme pajoré par deg R . Ce qui donne :

3 <pdeg, P+ ¢

Y 5°
En reportant ceci dans (4), et en utilisant 1a uwajoration de h(2) donnée dans

la preunitre étape, on obtient :

[z 1 7 ZVGS(E Q) df log uin(1 , |gf ) + 28 9 y(g) + e Vnie) + £+ o(1)] .

0 <L
>y dng P

<
~
I1 suffit alors de diviser per L , puis de le faire tendre vers + « , pour ob-
tenir 1'une des deux inégalités annoncées dans le théorene, la minoration de 1'ex~

pression

. _ 1 K s 40y, 282 Q p(g) .
ng , Q) —m ZVEQ‘(E,Q) dv log L\ln(l 5 |§|v) 1 d.eg,f T (E) .
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Nous avons établi cette indégalité dans le cas o Q est irrdductible dans X[Y] ;

pour étendre ce résuliat au cas général d'un polyndme Q divisant P(g , )

dans

K[Y] , on utilise la rerarque suivante :

S5i

Ql et Q2 sont 2 polynéres divisant P(g , Y) dans k{Y] , preziers entre

oux dans K Y], alors (g, Q Q2) est la réunion disjointe des ensembles
s(g, o) et 3(5, Q) .

Quant & la majoration de @(E , Q) (1a seconde inégalité annoncée dans le théordre

on la 4éduit en fait de la ninoration en utilisant le fait suivant :

Si

(e]
[7]

(8]
(9]

P(g, ¥) =QF , ob T e k[Y], alors

lo(g , @) + ole, B g5g .
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