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FICHE 6 : ARITHMÉTIQUE ET DÉRIVÉES

Exercice 1 Soit a, b ∈ R.
(1) Montrer que a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2).
(2) En utilisant (1) montrer que 545 + 430 n’est pas premier.

Exercice 2 (1) Soit x ∈ Z, montrer que x2 ≡ 0[4] ou x2 ≡ 1[4]
(2) (a) Montrer que ∀n ∈ N, n ≥ 2 2n divise 4.
(b) Trouver le reste de la division de 2n − 1 par 4
(c) En déduire que si n ≥ 2, alors 2n − 1 n’est pas le carré d’un entier naturel.

Exercice 3 Démontrer que si a, b, et c sont des entiers relatifs tels que a|b et b|c alors a|c.

Exercice 4 (1) Démontrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, n3 − n est un multiple de 3.
(2) Pour tout n ∈ N, posons un = 32n+2 − 2n+1.
(a) Montrer que pour tout n ∈ N, un+1 = 2un + 7.32n+2.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout n ∈ N, un est un multiple de 7.

Exercice 5 (1) Trouver tous les couples d’entiers (x, y) ∈ Z2 tels que 6x+ 10y = 15.
(2) Même question pour l’équation 6x+ 10y = 30.

Exercice 6 (1) Déterminer l’ensemble des solutions x ∈ Z de l’équation 3x ≡ 6[9].
(2) Pour chacun des trois systèmes suivant, déterminer l’ensemble des solutions x ∈ Z

(a)

{
x ≡ 3 [13]
x ≡ 8 [17]

(b)

{
3x ≡ 5 [9]
x ≡ 10 [11]

(c)

{
x ≡ 5 [49]
x ≡ 19 [21]

Exercice 7 Calculer la dérivée des fonctions suivantes

(a)f(x) = (1 + x2) ln(1 + x2); (b)f(x) = cos(x) exp(sin(x)); (c)f(x) =
exp(x)

2 + sin(x)
; (d)f(x) = 2x

Exercice 8 Calculer la dérivée des fonctions suivantes

(a)f(x) =
sin(x)

x2 + 1
; (b)f(x) = exp(x2 sin(x)).

Exercice 9 Soit f une fonction bijective dérivable. On suppose que f−1 est dérivable.
(1) Montrer que

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
, (avec y0 = f(x0)).

(2) Appliquation à f(x) = tan(x) sur ]− π
2
, π
2
[.

Exercice 10 Soient α, β, γ ∈ R avec α 6= 0 et f(x) = αx2 + βx+ γ.
Soit a < b, déterminer explicitement c ∈]a, b[ tel que

f(b)− f(a) = (b− a)f ′(c).



Exercice 11 Soit la fonction f(x) = − 1
x

définie sur Df =]−∞, 0[∪]0,+∞[.
(a) Montrer que f ′(x) > 0 pour tout x ∈ Df

(b) Cette fonction est-elle strictement croissante ? Conclure.

Exercice 12 Démontrer que

arcsin(x) + arccos(x) =
π

2
.

Exercice 13 Soit f(x) = arctan x+ arctan 1
x
.

1. Calculer f ′(x).

2. Simplifier f .

Exercice 14 Soit f(x) = arctan
√

1−x
1+x

.

1. Déterminer le domaine de définition de f .

2. Calculer f ′(x).

3. Simplifier f .

Exercice 15 Soit f(x) = arctan 1
2x2
− arctan x

x−1 + arctan x+1
x

.

1. Déterminer le domaine de définition de f .

2. Calculer f ′(x).

3. Simplifier f .

Exercice 16 Soit f(x) = arctan x−
√
1−x2

x+
√
1−x2 .

1. Déterminer le domaine de définition de f .

2. Calculer f ′(x).

3. Simplifier f .

On rappelle les dérivées suivantes :

(arctanx)′ =
1

1 + x2

(arcsinx)′ =
1√

1− x2

(arccosx)′ = − 1√
1− x2


