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Exercice 1 Soit P la proposition suivante : �Pour tout élément v appartenant à E, il existe un unique
n-uplet (v1, v2, . . . , vn) appartenant à Rn tel que v soit égal à v1e1 + v2e2 + . . . + vnen�.
1. Ecrire P à l'aide des quanti�cateurs.
2.a. Ecrire la négation de P sans utiliser les quanti�cateurs.
2.b. Ecrire la négation de P en utilisant les quanti�cateurs.

Exercice 2 1. Rappeler la dé�nition d'un nombre premier.
Le but de l'exercice est de démontrer que l'ensemble des nombres premiers est in�ni. On raisonne par
l'absurde et on suppose qu'il n'existe que N nombres premiers que l'on note p1, . . . , pN .
2. Soient a1, . . . , aN+1 N + 1 nombres entiers. Montrer qu'il existe i, j, i 6= j, tels que aj et ai aient un
diviseur commun di�érent de ±1.
3. Pour n ∈ N, on pose Fn = 22n

+ 1.
3.a. Calculer F0, F1, F2.
3.b. Soit n ∈ N �xé. Montrer que pour tout k ∈ N∗, 22n+k − 1 = (22n− 1) ·Fn ·Fn+1 . . . Fn+k−1. (On pourra
raisonner par récurrence sur k). En déduire que pour tout k ∈ N∗, Fn+k = 2+(22n−1)Fn ·Fn+1 . . . Fn+k−1.
3.c. Montrer que pour tout k ∈ N∗, Fn+k ∧ Fn = 2 ∧ Fn où a ∧ b désigne le pgcd des entiers a et b .
3.d. En déduire que Fn+k et Fn sont premiers entre eux.
4. En considérant F1, . . . , FN+1 montrer que l'ensemble des nombres premiers est in�ni.

Exercice 3 1. Soit E un espace vectoriel sur R. Rappeler la dé�nition d'un sous espace vectoriel de E.
2. Les ensembles suivants sont-ils des espaces vectoriels ? Justi�er.
2.a. {f ∈ C0(R), f (1) = 0} où C0(R) désigne le R espace vectoriel des fonctions continues sur R.
2.b. {f ∈ C0(R), f (0) = 1}.
2.c. {(x, y, z) ∈ R3, x + 2y + 3z = 0}.
2.d. {(x, y, z) ∈ R3, ex − ey = 0}.
2.e. {(x, y, z) ∈ R3, x2 − y = 0}.

Exercice 4 On se place dans le R espace vectoriel R3. Soit v1 = (1, 2, 3), v2 = (3, 3, 3) et v3 = (4, 5, 6).
1.a. Montrer que v1, v2 est une famille libre.
1.b. Montrer que v2, v3 est une famille libre.
1.c. Montrer que v1, v3 est une famille libre.
2. La famille v1, v2, v3 est-elle libre ?
3. Déterminer la dimension de F = 〈v1, v2, v3〉, le sous espace vectoriel de R3 engendré par v1, v2, v3.

Exercice 5 On se place dans le R espace vectoriel R3.
1. Montrer que v1 = (1, 1, 1), v2 = (−1, 1, 0) et v3 = (1, 0,−1) forment une base de R3.
2. Calculer les coordonnées de w1 = (1, 0, 0), w2 = (1, 0, 1) et w3 = (0, 0, 1) dans la base v1, v2, v3.


