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Plan de la présentation

1 Qu’est-ce que la pénalisation ?
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Qu’est-ce que la pénalisation ?
Etude de 2 exemples
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Motivations
Définition

Historique

Depuis quelques années, les travaux de Roynette, Vallois et
Yor ont fournit de très nombreux résultats de pénalisations,
concernant pour la plupart le mouvement brownien ou les
processus de Bessel de dimension δ ∈]0, 2[.

Peut-on généraliser les résultats obtenus dans le cas brownien
à des diffusions quelconques ?
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Motivations
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Notations

On considère X une diffusion récurrente, régulière, à valeurs dans
I = [0, l). On la suppose à échelle naturelle, réfléchie en 0, et
définie sur l’espace canonique Ω := C(R+ 7→ R+).

On note (Ft)t≥0 sa filtration naturelle et F∞ :=
∨
t≥0
Ft .

On suppose par ailleurs que sa mesure de vitesse m est sans
atomes, et strictement positive sur un voisinage de 0.
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Etude de 2 exemples

Cadre général
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Motivations
Définition

Définition

Soit (Γt , t ≥ 0) un processus mesurable à valeurs dans R+,
(Ft)-adapté, et tel que 0 < Ex [Γt ] <∞ pour tout t > 0 et tout
x ∈ I .

Définition

On dit que (Γt , t ≥ 0) satisfait le principe de pénalisation s’il existe
une probabilité Qx définie sur (Ω,F∞) telle que :

∀s > 0, ∀Λs ∈ Fs , lim
t→∞

Ex

[
1Λs

Γt

Ex [Γt ]

]
= Qx(Γs).

En fait :
Q / P et Q|Fs

= MΓ
s · P|Fs

On choisit désormais (Γt , t ≥ 0) = (e−αLt , t ≥ 0) où α > 0 et L
représente le temps local en 0 de X .
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Cas d’une diffusion récurrente nulle
Cas d’une diffusion récurrente positive

Cas récurrent nul : Ex [T0] = +∞
Exemple du mouvement brownien réfléchi en 0

Théorème [Roynette, Vallois, Yor]

Ex

[
e−αLt

]
∼

t→+∞

√
2

πt

(
x +

1

α

)
Q(α)
|Fs

=

(
x +

1

α

)
αe−αLs · P|Fs

Q(α)(L∞ ∈ dl) = αe−αl1{l≥0}

=⇒ Le temps local est fini sous Q(α), et le processus est devenu
transient.
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Qu’est-ce que la pénalisation ?
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Cas d’une diffusion récurrente nulle
Cas d’une diffusion récurrente positive

Cas récurrent nul : Ex [T0] = +∞
Exemple du mouvement brownien réfléchi en 0

Soit g = sup{t ≥ 0; Xt = 0}.

Théorème [Roynette, Vallois, Yor]

1 Q(α)(0 < g <∞) = 1,

2 Conditionnellement à g , (Xt , t ≤ g) et (Xg+t , t ≥ 0) sont
indépendants,

3 (Xg+t , t ≥ 0) a même loi qu’un processus de Bessel de
dimension 3 issu de 0,

4 Conditionnellement à L∞ = l , (Xt , t ≤ g) a même loi qu’un
mouvement brownien réfléchi en 0 et stoppé quand son temps
local atteint le niveau l .
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Cas d’une diffusion récurrente nulle
Cas d’une diffusion récurrente positive

Cas récurrent positif : Ex [T0] < +∞
Exemple du mouvement brownien réfléchi en 0 et en 1

Théorème

Soit r l’unique solution dans ]0, π2 [ de l’équation α = r tan(r).

Ex

[
e−αLt

]
∼

t→∞
exp

(
− r 2

2
t

)
cos(r(1− x))

cos(r)

2α

r 2 + α + α2

Q(α)
x |Fs

= exp

(
r 2

2
s − αLs

)
cos(r(1− Xs))

cos(r(1− x))
· Px |Fs

Q(α)
x (L∞ =∞) = 1

=⇒ Le temps local reste infini sous Q(α).
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Théorème

Soit r l’unique solution dans ]0, π2 [ de l’équation α = r tan(r).

Ex

[
e−αLt

]
∼

t→∞
exp

(
− r 2

2
t

)
cos(r(1− x))

cos(r)

2α

r 2 + α + α2

Q(α)
x |Fs

= exp

(
r 2

2
s − αLs

)
cos(r(1− Xs))

cos(r(1− x))
· Px |Fs

Q(α)
x (L∞ =∞) = 1

=⇒ Le temps local reste infini sous Q(α).
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Cas récurrent positif : Ex [T0] < +∞
Exemple du mouvement brownien réfléchi en 0 et en 1

Sous Q(α), X est solution de l’EDS :

Xt = x + B̃t + L0
t (X )− L1

t (X ) +

∫ t

0
r tan(r(1− Xs))ds,

où B̃t est un Q(α)-mouvement brownien issu de 0.



Qu’est-ce que la pénalisation ?
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Préliminaires

On suppose : I = [0, l ], m(dx) = m(x)dx et l + m([0, l [) <∞.
On introduit sa résolvante :

Rλ(x , y) =

∫ ∞
0

e−λtp(t, x , y)dt,

où p(t, x , y) désigne la densité de transition de X , ainsi que son

générateur infinitésimal G :=
∂2

∂m∂x
.

Notant Φ et Ψ les 2 fonctions propres solutions de :{
G[Φ(·, λ)] = λΦ(·, λ) sur [0, l ]

Φ(0, λ) = 1 et Φ′(0, λ) = 0,
et

{
G[Ψ(·, λ)] = λΨ(·, λ) sur [0, l ]

Ψ(0, λ) = 0 et Ψ′(0, λ) = 1.

On a :

Rλ(x , y) = Φ(x , λ) (Rλ(0, 0)Φ(y , λ)−Ψ(y , λ)) for x ≤ y .
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Etude de la résolvante

Ici, la fonction ω 7→ 1
R−ω2 (0,0) est méromorphe, ses zéros et ses

pôles étant tous réels.

L’équation α +
1

R−ω2(0, 0)
= 0 admet donc une unique solution r

dans [0, ω1[.
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Etude de 2 exemples

Cadre général
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Résultats

Hypothèse

Il existe β > 0 et c ∈]r 2, ω2
1[ tel que :

∀a ∈ [0, c], R−a+iv (0, 0) =
v→±∞

o

(
1

vβ

)
.

Théorème

Ex

[
e−αLt

]
∼

t→+∞

1

r 2
R−r2(0, x)

1
∂
∂z Rz(0, 0)|z=−r2

exp(−r 2t)

Q(α)
x |Fs

= exp
(
r 2s − αLs

) R−r2(0,Xs)

R−r2(0, x)
· Px |Fs

Q(α)
x (L∞ =∞) = 1.
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