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Modeles d’'interface

1. Eau et glace 2. Ferro-aimant

e Interface: région entre deux phases

e But: Etudier les phénoménes macroscopiques de l'interface
(hauteur, courbure, fluctuations...) d'un point de vue micro-
scopique



Modeles d’'interface

Modele de base

e Interface: Graphe d’une fonction ¢ :Z% - R
e o, = o(z) : Hauteur de I'interface au site z € Z ¢
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Modeles d’'interface

Modele probabiliste

e O =RZ’ topologie produit, o-algebre de Borel

e Réalisation ¢ = {wz}, 74 € 2

e Domaine A C Z? fini, wr = 0 Vx € A€ (conditions au bord)
e Fonction d’énergie: Hamiltonien

Hp @ o — Hp(p)

e Mesure de probabilité

PAdp) = —exp (~HA) [ dex TT dolden).
xeN xeNC

(Za normalisation, dyp, mesure de Lebesgue, §p mesure de Dirac).



Modele de membranes

Hamiltonien du modeéele de membranes:

Ha(p) = Y (Apr)?,
rEN

Ol Awz = 53 5y jo—y|=1 %y — Pz €St le laplacien discret.
Représentation:

X+e 2

[ 1/(2d)  silz—y| =1, - )
A(z,y) = (-1 Si [z —y| =0 x
. O autrement. ‘e

Alors Ha(¢) = > pen(Cyen Az, y)@y)Q-

Les configurations énergétiquement favorables du modele de mem-
branes sont celles avec courbure ~ constante.



Modele de membranes: Motivation

Modele pour des membranes semiflexibles (ou des polymeéeres semi-
flexibles):

Ha(9) = Y (p1lVipal® + pa(Bpr)?)
TEN

p1 . tension latérale, po : rigidité de courbure.

Modele de gradient:
Aple) =3 Ve =D 3 (0o —9y)?

TEN xeN y:|le—y|=1

Ce modele préfere les configurations constantes.

Comparaison:
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Modele de membranes: Propriétés de base

e Py est le champ gaussien centrée sur A avec matrice de covari-
ances
_ 2y—1
GA = (AR)

ou A/Q\ = (AQ(x,y))x’yE/\. (Preuve: Sommation par parties)
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e Pp est la mesure de Gibbs avec Hamiltonien Hph, donc pour
A C N,

F%(Wfiw)0¢)==fix¢0) Pp(dy) —p.-s.,

ol Py y(dp) 1= eXD( HA(#)) [zea doz [zeny A 0y, (dez).
(Fa = o(pu,x € AC) 2o algébre génerée par ¢,z € A°).



Modele de membranes: Propriétés de base
e Py est le champ gaussien centrée sur A avec matrice de covari-
ances
_ 2y—1
GA = (AR)
ou A/Q\ = (AQ(x,y))x,ye/\. (Preuve: Sommation par parties)

e Pp est la mesure de Gibbs avec Hamiltonien Hph, donc pour
A C N,
P/\(-IfAc)(w) = Pay(-)  Pa(dy) —p.s.,
ol Py y(dp) 1= eXD( HA(#)) [zea doz [zeny A 0y, (dez).
(Fa = 0(ps,x € AC) Ia o—algeébre génerée par .,z € A°).
e Volume infini. Soit Ay 7 Z%. La limite

P:= |Ilim P
N—00 AN
existe si et seulement si d > 5. Dans ce cas, elle est le champ

gaussien centré sur Z < avec matrice de covariances A2,



Mur solide

Question: Quel est le comportement de l'interface si on impose
une contrainte qui force l'interface a éviter une partie du domaine?

Soit Dy 1= [-N,N]4NZ4, soit O = {¢: ¢, >0V aze Dy}

Question: Comportement de l'interface conditionnée sur Q]\L,?



Résultats en d > 5 (K., Stoch. Proc. Appl. 2007)

Théoreme 1 Soit d > 5. Soit G := var(yg).

1
lim log P(QT) = —4GC
N—oo N@—4|og N 9 P(S2y)

avec C = inf {ﬁ Ju | AR2da; h € HA(V), h > 1 sur [1, 1]d} .



Résultats en d > 5 (K., Stoch. Proc. Appl. 2007)

Théoreme 1 Soit d > 5. Soit G := var(yg).

1
lim log P(QT) = —4GC
N—oo N@—4|og N 9 P(S2y)

avec C = inf {ﬁ Ju | AR2da; h € HA(V), h > 1 sur [1, 1]d} .

Théeoreme 2 Soient d > 5, et n>0. On a

>

: [P
lim supP | |—— — V8¢
N PGP (x/logN

ou p, = moyenne locale des hauteurs

+ | —
QN)_O,

Remarque: Borne inférieure: Sakagawa, J. Math. Phys. 2003.



Remarque: Répulsion entropique

Conditionnellement sur Q"', la moyenne |ocale de l'interface est
“poussée” a une hauteur d'ordre y/log N

“1/logN

La répulsion est causée par les fluctuations de l'interface: effet
“entropique’ .



Resultats en d = 4 (K. 2008, a paraitre dans Ann. Prob.)

Volume fini, domaine Apx, mur Dy C A avec distance 6 N du bord.

Théoreme 3 Soient d =4 et v = %. Soit D C [-1, 1]4 et Dy =
NDNZ*% On a

1
lim log Px (QT )= —8~C(D

ol C(D) = inf{s [\ |Ah|?dz : h € Ho(A),h > 1 p.p. sur D}.

Théoreme 4 Soit d = 4. Soit n > 0. Alors

. B B o\
xz%?v,]\}inoo Pry (@ < (2v27 =) IogN‘QDN) = 0.
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Comparaison avec le modele de gradient:

Des résultats correspondants pour le modele de gradient ont été
obtenus précédemment:

Cas surcritiqgue, d > 3 : Bolthausen, Deuschel, Zeitouni, Comm.
Math. Phys 1995.

Dimension critique, d = 2: Bolthausen, Deuschel, Giacomin, Ann.
Prob. 2001.

Preuves pour le modele de gradient utilisent de maniere importante
la représentation en marches aléatoires et les inégalités FKG, qui
ne sont pas applicables pour le modele de membranes.
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Approche
1. Déterminer les covariances

2. Borne inférieure du théoreme 1: Analyser |I'entropie relative
d'une translation du champ de +/8G log N, bornes gaussiennes

3. Borne supérieure: Procédure de conditionnement sur des borttes,
utilisation de la propriété de Markov de |la mesure de Gibbs, analyse
de la distribution des espérances conditionnelles, bornes gaussi-
ennes

4. Dimension critique: Analyse multi-échelles du maximum du
champ

12



1. Covariances
Volume infini

Proposition (Sakagawa 2003) d > 5. Alors

G(0,z)
W—"‘

|| =00

n = ﬁfooo XD (’iC -0 — (2%1)2\9|4t) dfdt, pour tous ¢ € S 1.

Preuve: Via transformation de Fourier, méthode de Le Gall.

Proposition: Représentation en marches aléatoires. d > 5. Alors

G(z,y) =E"Y | > lrx, v,

n,m=0
(X)) nen, Yo)men deux marches aléatoires simples indépendantes sur Z¢, E*Y

leur espérance conditionnée a partir de x et y respectivement.
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Volume fini

Pour (z,y € Ay ) soit

™ TN
RN(:U,y) = ETY (Z Z 1{anym}>

n=—0 m=0

X,Y marches aléatoires simples, 7y = inf{n >0 : X,, & An}.

Fait:  Ry(z,y) # Ga, (2, y)

Mais: Ry (x,y) —Gna, (z,y) satisfait un probleme de valeurs au bord
discret (z € Ay fixé)

A2(Ry(x,y) — Gay(2,9))
RN(CB,y) T G/\N(x,y)

O, Yy € /\N
Ry (z,y), y € OoA\p.
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Volume fini

¢ Gpy(z,x) < Ry(z,7) Vo € Ay
i SuDyE/\(;N |RN($7 y) T G/\N(xayﬂ < C(d)N4_d
if £ € Asn,0< 6 <1
via considérations sur la régularité des solutions de problemes de valeurs au

bord

e Bornes pour Ry(xz,y) via le théoreme de la limite locale pour
des marches aléatoires simples

Corollaire Asymptotiguement en N,
(@) d > 5,z € Asn : vary(pz) = c(d) + O(N* %)

(b) d =4,z € Agn : vary(ez) =v10g N 4 ¢(5) (v = %)
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Borne supérieure du théoreme 1 (d > 5)

e Proprieté de Markov: P(:|Fge) = P(:|Fs,B), B C AN.

e Diviser Ay en boites B(xz) de longueur L et bords d’'épaisseur
> 2. Conditionnellement sur les bords, les variables a |'intérieur
de boites diiférentes sont indépendantes .

_

L

B(x)

o Soit my = E(vz|Fp(y)e),  point milieu de B(z).
e Notation: M ensemble des points milieu, R points du bord.
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[dee: pz = mg, l€s my sont des variables gaussiennes iid.

Argument de conditionnement:

P < E| I] Plps > 01Fp,52)) 1 {p.>02eR)

rxeM

On montre que P (% Soamg < \/8var(gpo) log N N Qj{,) est négligeable

(ol B :=nombre de boites de la partition du réseau).

Autrenment on trouve, si N — oo,

1 —4varlog N
P(Q]‘S) ~ P (Eme > \/8Val’(g00) log N) < exp ( ) )
T

var( > my)

La décroissance de G(zx,y) montre que var(3 Y. mg) ~ N4~4
Constante correcte: Optimiser sur le profil de hauteur.
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Autres dimensions:

d = 1 : Polymeére semiflexible Caravenna et Deuschel: Pinning,
mouillage. (Ann. Prob. 2007 et 2008)

d = 2,3 . Pas de résultats connus, divergence des variances:
Délocalisation de l'interface.

Autres questions ouvertes:

Pinning, mouillage (d > 2), construction de gouttes, dynamique...
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