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Introduction : Déterminants aléatoires

Introduction : Déterminants aléatoires

En RMT, I'objet d'étude est la plupart du temps I'ensemble des
valeurs propres (ou des valeurs singulieres). Celles-ci sont en
général fortement corrélées et définies "simultanément”.

Par ailleurs, dans quelques modeles explicites, on peut exhiber des
v.a. indépendantes non identiquement distribuées, définies
séquentiellement, jouant un role important.
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Introduction : Déterminants aléatoires

Exemple

Soit B, = [b1,...,b], b1,...,b, € R", r vecteurs colonnes
(r < n) et de la matrice de Gram associée X, , = B’ +Bnr (on

remarque X,[,J, = Xpu,r). On construit la base orthogonale de
Gram-Schmidt (bi,...,bn):
b1 = by, b, = Proj b; on {b1,...,b;i_1}*. En particulier

r
det X, = [ [ IIbill
i=1
On suppose les entrées of B iid A'(0,1) (la matrice X, , est dite de
Wishart r x r). Depuis Bartlett (1933) on sait que

~ d . ~ —~
15112 Y Gamma (2=, 1) et [[by|%, ., [bal|? sont
indépendants.
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Introduction : Déterminants aléatoires

,
log det X, , = Z log || bk ||?
k=1
est un tableau triangulaire, et on peut étudier les propriétés
asymptotiques (n — oo) du processus
(logdet X, | e, t € [0,1])

(AR, 07)
Par ailleurs, évidemment

r
log det X, » = Z log x;
j=1

ou (xi,...,x,), les valeurs propres de X, , ont pour densité

n—r—1

Cste |A(x1, ..., %) H X, 2 e_%kl(o,oo)(xk)
k=1
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Le groupe unitaire

Soit G € U(N), (groupe des matrices unitaires N x N) et e; un

vecteur cyclique pour G, La mesure spectrale de la paire (G, e1)

est I'unique probabilité ,uE,N) sur T telle que

<e1,er1>—/Tzde§,N>(z) k>0 (1)

On a la représentation
N
N
V) = Zméemj (2)
j=1

les (e/%,j =1,...N) sont les valeurs propres de G et les
7 = |(e1, Me;)|? avec M matrice unitaire diagonalisant G sont les
poids.
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© Le groupe unitaire
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Le groupe unitaire Randomisation
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Polynémes orthogonaux et coefficients de Verblunsky

N N—1
C ) G P {6176617"' 7G el}
isométrique a

L2(T; dp{™)) | multiplication par z , {1,z,...,2""'}
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Le groupe unitaire Randomisation
Polynéme caractéristique

Polynémes orthogonaux et coefficients de Verblunsky

CN ) G ) {ela Gel7 Tty GN_lel}
isométrique a
L2(T; dp{™)) | multiplication par z , {1,z,...,2""'}

@ Polyndmes orthogonaux : ®¢(z),...,Pn_1(z) récurrence de
Schur

0j1(2) = 20)(2) ~ @} (2) . Oj(2)=FH(F ). (3)
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Polynémes orthogonaux et coefficients de Verblunsky

N N—1
C ) G P {6176617"' 7G el}
isométrique a

L2(T; dp{™)) | multiplication par z , {1,z,...,2""'}

@ Polyndmes orthogonaux : ®¢(z),...,Pn_1(z) récurrence de
Schur

0j1(2) = 20)(2) ~ @} (2) . Oj(2)=FH(F ). (3)

@ Les aj (j > 0) sont les coefficients de Schur ou Verblunsky. s
satisfont || <1 pour j < N —2et |ay_1] = 1.
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Le groupe unitaire Randomisation

Polynéme caractéristique

En poussant la récurrence on obtient le polynéme caractéristique

N

on(z) =]z - 2.

Si on orthonormalise 1,z,z71, 22,272, ... on obtient

—zK2p%(2) - k even
Xi(2) = { z=(k=D/2, (2) . k odd

Dans la base (xk), la matrice devient pentadiagonale :
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Randomisation
Polynéme caractéristique

Le groupe unitaire

ap  pod1  pop1 0 0 0
po  —apl1  —Qpp1 0 0 0
0  piéo  —a1dz  p203  p2p3 0
C=10 pipp —a1pp —axdz —aopz3 O
0 0 0 P30y —o3ds  padis
0 0 0 p3ps  —Q3ps  QaQs

avec px = /1 — |ay/?.
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© Le groupe unitaire
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Randomisation

@ Si G est distribué suivant la mesure de Haar sur U(N), la
densité des vp est proportionnelle a

A, ..., ).
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Polynéme caractéristique

Randomisation

@ Si G est distribué suivant la mesure de Haar sur U(N), la
densité des vp est proportionnelle a

A, ..., ).
o D’autre part

Théoreme (Killip et Nenciu 2004)

Si G est distribué suivant la mesure de Haar sur U(N), alors
ap, -+ ,anN—2,N—1 Sont indépendants et la densité de oj pour
J<N—1 est

N—j—-1 N—j—2
yds) = —2— (1= [2P)" P 1adis @)

(pour j = N — 1, c’est la loi uniforme sur T ).
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© Le groupe unitaire
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Polynémes orthogonausx
Le groupe unitaire Randomisati:
Polynéme caractéristique

Polynéme caractéristique

@ On a d'une part oy (1) =det(/ — G) = HkN:1(1 — elfh).

A. Rouault (Versailles-Saint-Quentin) Variables indépendantes en RMT



Polynémes orthogonaux
Le groupe unitaire Randomisation
Polynéme caractéristique

Polynéme caractéristique

° OnadmnePMt¢N(U::d€dl—-G):I]ﬁﬂ(l—ewﬂ_
e D’'autre part

Théoreme (P.Bourgade, A.Nikeghbali, AR 2007)

k—1 Jj—-1 =

_ 1—yr

vk o) =T[0-») =gl
j=0 r=0 r

.y d .
Sous Haar, les y; sont indépendants et y; & «; pour tout j.
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Le groupe unitaire Randomisation
Polynéme caractéristique

Mesures de Hua-Pickrell

On se donne un paramétre § € C tel que Rd > —1/2 et une
densité proportionelle a

‘A(eigl’ el 19,, |2 H _ 19k e_igk)6 (5)
= A2(1 — det G)’(1 — det G)° (6)

Les variables yj restent indépendantes , mais les o ne le sont plus
(PB, AN, AR 2008) .
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Polynéme caractéristique
Interprétation géométrique

Tout élément u € U(N) peut s'écrire comme un produit de
réflections

u=n...ry

et chaque réflection s'écrit dans une base adéquate comme une
matrice

1—y
y V1=lyl? =

1-y
1—)/2 _)—,7
VI=Ty T

A. Rouault (Versailles-Saint-Quentin) Variables indépendantes en RMT



Moments canoniques
Randomisation

Moments aléatoires

© Moments aléatoires
@ Moments canoniques
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Moments canoniques

oy s Randomisation
Moments aléatoires

Moments canoniques

e Pour & € M;(T), les moments (classiques) sont

5(6) = [ e, (= 1),
Pour n > 1, les n premiers moments appartiennent a

M, = Conv{(1,t,...,t"),|t| = 1}.
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oy s Randomisation
Moments aléatoires

Moments canoniques

e Pour £ € M(T), les moments (classiques) sont

5(6) = [ e, (= 1),
Pour n > 1, les n premiers moments appartiennent a
M, = Conv{(1,t,...,t"),|t| = 1}.

@ Pour n > 1, étant donné (t1,...,t,) € int M,, le domaine des
valeurs possibles de t,1 (compatibles avec les données
précédentes) est un disque D(ag, rk)-
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Moments canoniques

e Pour £ € M(T), les moments (classiques) sont

5(6) = [ e, (= 1),
Pour n > 1, les n premiers moments appartiennent a
M, = Conv{(1,t,...,t"),|t| = 1}.

@ Pour n > 1, étant donné (t1,...,t,) € int M,, le domaine des
valeurs possibles de t,1 (compatibles avec les données
précédentes) est un disque D(ag, rk)-

@ Les moments canoniques de £ sont définis sequentiellement.
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oy s Randomisation
Moments aléatoires

Moments canoniques

e Pour £ € M(T), les moments (classiques) sont

5(6) = [ e, (= 1),
Pour n > 1, les n premiers moments appartiennent a
M, = Conv{(1,t,...,t"),|t| = 1}.

@ Pour n > 1, étant donné (t1,...,t,) € int M,, le domaine des
valeurs possibles de t,1 (compatibles avec les données
précédentes) est un disque D(ag, rk)-

@ Les moments canoniques de £ sont définis sequentiellement.

o ca(f) = ti(§)
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oy s Randomisation
Moments aléatoires

Moments canoniques

e Pour £ € M(T), les moments (classiques) sont

5(6) = [ e, (= 1),
Pour n > 1, les n premiers moments appartiennent a
M, = Conv{(1,t,...,t"),|t| = 1}.
@ Pour n > 1, étant donné (t1,...,t,) € int M,, le domaine des
valeurs possibles de t,1 (compatibles avec les données

précédentes) est un disque D(ag, rk)-
@ Les moments canoniques de £ sont définis sequentiellement.
o ci(§) = ta(§)
@ Si k < # Supp &, le (k + 1)-eme moment canonique est la
position relative du (k + 1)-th moment dans ce disque i.e.

b1 — Ak
Ck+1 = T .
k
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oy s Randomisation
Moments aléatoires

Soit D = {z: |z| < 1}. Si le support de 1 est infini, ¢; € D pour
tout j. Si le cardinal du support est n,

CjED,jgn—l,’Cn‘:l.
Il'y a une bijection
(t1,...ty) € Int M, < (c1,...,cp) €D

Pb : Description d'un point "typique” de M,?
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Randomisation et relevement

@ Encore des iid !

Theorem (Lozada 2005)

Fixons n et tirons uniformément un point (ty,...,t,) dans
I'ensemble compact M,,. Alors les n premiers moments canoniques
sont indépendants et ¢y suit la loi vx_1 pour k < n.
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Randomisation et relevement

@ Encore des iid !

Theorem (Lozada 2005)

Fixons n et tirons uniformément un point (ty,...,t,) dans
I'ensemble compact M,,. Alors les n premiers moments canoniques

sont indépendants et ¢y suit la loi vx_1 pour k < n.

@ Moments canoniques = Coefficients de Verblunsky !

Theorem (F.Gamboa, AR 2008)

On peut relever un vecteur de moments choisi uniformément dans
M,,, en une mesure aléatoire, qui est la mesure spectrale de la paire
(U,e1) ot U € U(n+ 1) suit la mesure de Haar.
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