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AUTOMATES CELLULAIRES

Ferrari, Belitsky, Blythe, Cafri, Evans, Cardy, ... l’utilisent pour la 
modélisation de réactions chimiques, du traffic automobile, etc ... 

CE MODELE
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La masse totale est et. 
Elle est concentrée dans un intervalle de largeur O(√t) autour de l’origine.
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∂f := {(x, t) : t = f(x)},

Idée :
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- couper les branches qu’il faut

- la seule difficulté survient quand f(x) a une pente ±1 sur un intervalle infini : 
le passé d’un point du demi-plan peut contenir une infinité de points de 
branchement.
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pour une frontière ∂f (t.q. g<f), les parties du 
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Conjecture : vrai pour l’intérieur et l’extérieur d’une 
courbe de  Jordan, conditionellement au processus 
sur la courbe.
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- Chaque particule, avec taux 1/√2, tire 
et tue son voisin de gauche ;

- l’intervalle entre les deux particules est 
rempli par une copie indépendante d’un 
PPP(1/√2).



MESURE STATIONAIRE :
APPROCHE  ANALYTIQUE

Processus de Markov à valeurs mesure :

Soit Xs l’ensemble des positions des particules positives sur l’axe {x+t=s√2}. On 
suppose l’état initial X0=x infini dans les 2 directions et localement fini. Alors, 

pour φ continue à support compact et positive,

G
(
e−〈ϕ,·〉

)
(x) := lim

s↓0
s−1

(
E

[
e−〈ϕ,Xs〉

]
− e−〈ϕ,x〉

)

est bien défini. 
Si de plus, une variable aléatoire X à valeur mesure ponctuelle (infinie dans les 2 

directions et localement finie), satisfait, pour toute φ continue à support compact 
et positive,

alors la loi de X est stationnaire.

E
[
G

(
e−〈ϕ,·〉

)
(X)

]
= 0,
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✴Théorème

pour la version (1,0,0,0), PPP(1/√2) est l’unique mesure stationaire qui soit 
portée par les mesures ponctuelles (infinies dans les 2 directions et 
localement finies) ;

pour la version (0,0.5,0.5,0), PPP(√2) est l’unique mesure stationaire qui 
soit portée par les mesures ponctuelles (infinies dans les 2 directions et 
localement finies).

✴Conséquence : on peut définir un processus stationnaire sur le plan entier.
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Théorème. 
Le groupe d’invariance de la tessellation contient le 
groupe diédral du carré  et toutes les translations. 
En particulier, les processus penchés d’un angle 
quelconque sont Markov, stationnaires et 
réversibles.

Ge〈φ,.〉(π) = e〈φ,π〉
∑

{y,x}⊂π, y<x

2−#[y,x)∩π
(
e−〈φ1(y,x),π〉+µ

R x
y (eφ(u)−1)du − 1

)
.

On constate que pour toute symétrie T de la droite réelle (T(x)=a-x) :

Ge〈φ◦T,.〉(π) = Ge〈φ,.〉 ◦ T (π).
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Théorème. 

La loi stationnaire du processus horizontal est celle 
d’un couple de PPP(1) indépendants. 

La loi stationnaire du processus penché d’angle a 
est celle d’un couple de PPP() indépendants de 
paramètres respectifs :

|cos a+sin a| et |cos a-sin a|.
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CAS (1,0,0,0) :
LOI STATIONNAIRE

✴Théorème. 

La loi stationnaire du processus horizontal des 
particules positives (resp. négatives) est un PPP
(1/2). 

Mais les deux PPP ne sont pas indépendants.

✴Problème ouvert : décrire la loi stationnaire.
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