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Exercice 1
Donner l’expression de l’ensemble des solutions X : R→ R2 de l’équation différentielle

(∗) X ′(t) =

(
−1 3
3 −1

)
·X(t).

On détermine d’abord une expression réduite de la matrice :

A =

(
−1 3
3 −1

)
On a

Det(A− tI) =

∣∣∣∣−1− t 3
3 −1− t

∣∣∣∣ = (−1− t)2 − 9 = (−4− t)(2− t),

ce qui assure que notre matrice est diagonalisable, avec λ = 2,−4 comme valeurs propres.
On détermine les espaces propres correspondants à ces valeurs :

(A− 2I) ·
(
x1
x2

)
=

(
−3 3
3 −3

)
·
(
x1
x2

)
= 0⇔ x1 = x2

⇔
(
x1
x2

)
=

(
x2
x2

)
= x2

(
1
1

)
⇒ ker(A− 2I) = R

(
1
1

)
,

(A+ 4I) ·
(
x1
x2

)
=

(
3 3
3 3

)
·
(
x1
x2

)
= 0⇔ x1 = −x2

⇔
(
x1
x2

)
=

(
−x2
x2

)
= x2

(
−1
1

)
⇒ ker(A+ 4I) = R

(
−1
1

)
.

On travaille dans la base de vecteurs propres ainsi obtenue

U =

(
1
1

)
, V =

(
−1
1

)
,
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et avec la matrice

D =

(
2 0
0 −4

)
,

qui donne l’expression de l’application φ : X 7→ A ·X dans cette base. Soit

P =

(
1 −1
1 1

)
la matrice de changement de base associée aux vecteurs (U, V ).

Pour le vecteur Y (t) = P−1 ·X(t), qui représente le vecteurs des coordonnées de X(t)
dans la base (U, V ), l’équation différentielle (*) devient

Y ′(t) =

(
2 0
0 −4

)
· Y (t),

et se résoud en

Y (t) = exp(t

(
2 0
0 −4

)
) · Y 0 =

(
e2t 0
0 e−4t

)
) · Y 0 =

(
e2ty01
e−4ty02

)
pour un certain vecteur constant

Y 0 =

(
y01
y02

)
qui représente la valeur initiale, en t = 0, de Y (t).

On a ensuite

X(t) = e2ty01 ·
(

1
1

)
+ e−4ty02 ·

(
−1
1

)
.

Exercice 2
On considère la matrice

A =

 2 1 0
−2 2 2
0 1 2


et l’application linéaire φA(X) = AX qui lui est associée.

(2.1) Prouver que N = A− 2I est une matrice nilpotente. On précisera l’ordre m tel
que (A− 2I)m = 0.

On a

A− 2I =

 0 1 0
−2 0 2
0 1 0

⇒ (A− 2I)2 =

−2 0 2
0 0 0
−2 0 2

⇒ (A− 2I)3 = 0.

Cette matrice est donc nilpotente d’ordre 3.
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(2.2) Prouver que les vecteurs

U3 =

 1
0
0

 , U2 = (A− 2I)U3, U1 = (A− 2I)U2.

forment une base de R3.
On considère donc les vecteurs :

U3 =

 1
0
0

 , U2 = (A− 2I)U3 =

 0
−2
0

 , U1 = (A− 2I)U2 =

−2
0
−2

 .

Il suffit de constater que ces vecteurs forment une famille échelonnée.
(2.3) Justifier (sans calcul) que (A − 2I)U1 = 0, et donner (sans calcul) l’expression

de la matrice de φA dans la base (U1, U2, U3). (Indication: l’expression de AUi dans la
base se déduit des définitions lorsque i = 2, 3.)

On a (A− 2I)U1 = (A− 2I)3U3 = 0 puisque (A− 2I)3 = 0. On a ensuite

(A− 2I)U1 = 0⇔ AU1 = 2U1,

(A− 2I)U2 = U1 ⇔ AU2 = 2U2 + U1,

(A− 2I)U3 = U2 ⇔ AU3 = 2U3 + U2,

et on en déduit que la matrice donnant l’expression de φA dans la base (U1, U2, U3) s’écrit :

B =

 2 1 0
0 2 1
0 0 2

 .

(2.4) Comment s’exprime la matrice de φnA dans la base (U1, U2, U3), pour n ∈ N?
On a

Bn = (D +R)n = Dn + nDn−1R+
n(n− 1)

2
Dn−2R2 + 0,

avec

D =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

⇒ Dk =

 2k 0 0
0 2k 0
0 0 2k


R =

 0 1 0
0 0 1
0 0 1

⇒ R2 =

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

⇒ R3 = 0.

On obtient par suite :

Bn =

 2n n2n−1 n(n−1)
2 2n−2

0 2n n2n−1

0 0 2n

 .
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