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Topologie






Chapitre 1
Topologie

1.1 Topologie quotient

Soit X un espace topologique fixé dont la topologie (c.-a.d. 1a famille de parties
ouvertes dans X) sera notée 7 x. Soit f: X — Y une fonction. Alors la famille

Ty:={EcY|f Y (B erx} (1.1

est une topologie sur Y qui rend f continue. De plus si 7 est une autre topologie
sur Y pour laquelle f: (X,7x) — (Y, 7) est continue alors T c 7y :eneffet Ee 1
implique f~'E € Ty et donc E € Ty. Réciproquement si T est une autre topologie
sur Y telle que Ty C 7 alors il existe E € 7 tel que f~!(E) n'est pas ouvert dans
X. En conclusion 7y définie ci dessus est la plus forte topologie sur Y qui rend
I'application f continue.

La topologie 7y définie par la formule (1.1) est dite Iimage (directe) de la topo-
logie de X par f ou topologie finale.

La topologie image directe est caractérisée par le théoreme suivant :

Théoréme 1.1.1. Soit f: X — Y une fonction de l'espace topologique (X, 1 x) dans
un ensemble Y ; notons ty la l'image directe de topologie de X par f.

Une application g: (Y,1y) — (Z,72) est continue si et seulement si l'applica-
tion composée go f: (X,1x) — (Z,Tz) est continue.

Preuve. Puisque f: (X,7x) — (Y,7y) est continue, si g: (Y,7y) — (Z,72) est
continue, il est ainside go f: (X,7x) — (Z,72).

Supposons donc que go f: (X,7x) — (Z,72) soit continue. Alors pour tout
ouvert E de Z nous avons que 'ensemble (gof) "' E = f~!g~ ! E estouvert dans X ;
par définition cela signifie g~'F € Ty, ce qui montre que g est continue.

Théoréme 1.1.2. Soit f: X — Y une fonction de X, espace topologique de topolo-
gietx, dans un ensemble Y ; supposons que T est une topologie sur T telle que:

1. l'application f: (X,tx) — (Y, ) est continue;
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2. pour toute application g: Y — Z, si la fonction composée go f: (X,1x) —
(Z,712) est continue, alors g: (Y, 1) — (Z,17) est continue.

Alors T coincide avec l'image directe par f de la topologiet x .

Preuve. Notons 7y la topologie image directe par f de la topologie 7x. Nous
avons déja remarqué que toute topologie 7 sur Y pour laquelle I'affirmation (1)
ci-dessus est vraie est plus faible de la topologie 7y, c-a-d. T c 7y.

Soit (Z,77) = (Y,Ty) etsoit g: (Y,7) — (Y, 7y) avec g 'application identique
de Y dans lui-méme. Puisque I'application go f: (X,7x) — (Y, 7y) est continue la
condition (2) ci-dessus implique que la fonction g: (Y, 1) — (Y, Ty) est continue,
c.-a.d. que la topologie 7 est plus forte de la topologie Ty.

En conclusion,onat=71y.

Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble X. On écrit x2Zy si x et y
sont équivalent ou simplement x ~ y lorsque il n'y a pas d’ambiguité. La classe
d’équivalence de x € X est notée [x]5 ou [x]. Lespace quotient X/Z est I'en-
semble des classes d’équivalence. La projection canonique p: X — X/% associe
a chaque point x de X sa classe d’équivalence [x]g.

Soit X un espace topologique, £ une relation d’équivalence sur X et p: X —
X /% la projection canonique. La topologie image directe par p de la topologie de
X est une topologie sur X/Z dite topologie quotient. On summarise cette discus-
sion dans la définition suivante.

Définition 1.1.3. Soit X un espace topologique et % une relation d’équivalence
sur X. Notons X/Z I'espace quotient et p: X — X /2 la projection canonique. La
topologie quotient sur X/ % est la plus forte topologie sur X/% qui rend I'appli-
cation p continue, c’est-a dire la famille

Tx/ ={UcXIZR| pfl(U) ouvert dans X}.

Dorénavant I'espace X/, quotient d'un espace topologique X par une rela-
tion d’équivalence 2, sera toujours muni de la topologie quotient.

Rappelons que si £ est une relation d’équivalence sur un ensemble X et
f: X — Y est une fonction sur X, on dit que l'application f passe au quo-
tient X/ si xy implique que f(x) = f(y), autrement dit si f est constante
sur chaque classe d’équivalence. Dans ce cas on définit l'application quotient
f: XI# — Y par f([x]g) = f(x). En d’autres mots, une application f: X — Y
passe au quotient X/Z si et seulement s'il existe une application f: X/% — Y
telle que f = f o p, ol p désigne la projection canonique p: X — X/%.

Le Théoréme 1.1.1 nous donne alors le résultat suivant.

Théoreéme 1.1.4. Soient X et Y deux espaces topologiques, Z une relation d’équi-
valence sur X et f: X — Y une application qui passe au quotient X /. Alors l'ap-
plication f: X — Y estcontinue si et seulement si l'application quotient f: X/ % —
Y lest.
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La topologie quotient est rarement une bonne topologie.

A illustration de cela, considérons la relation d’équivalence sur R définie par
x ~ y si et seulement si x — y € Q, (la droite réelle étant munie de la topologie
ordinaire). L'espace quotient, qui d’habitude est noté R/Q, n’est pas séparé. En
effet si U et V sont deux voisinages ouverts de deux points distincts [x] et [y]
de R/Q leurs pré-image U’ et V' dans R sont ouvertes (par définition) et denses
(car il contiennent respectivement les ensemble x + Q et y + @ qui sont denses
dans R) ; donc U’ et V' ont une intersection non vide ce qui implique que U et V
se rencontrent.

Une condition nécessaire pour que I’'espace quotient soit sépare est la sui-
vante. Rappelons que le graphe d’'une relation d'équivalence %, définie sur un
ensemble X, estle sous-ensemble de X x X donné par

I'&) ={(x,y) e X x X | xZYy}.

Proposition 1.1.5. Si la topologie quotient sur X /% est séparée alors le graphe de
la relation d’équivalence Z est un sous-ensemble fermé de X x X.

Preuve. On écrira x ~ y pour signifier que x et y sont points équivalents de X
pour la relation 2. Montrons que si X/ est séparé alors le complémentaire
I'(X)€ du graphe de Z est ouvert dans X x X.

Si x # y il existe dans X/Z deux ouverts disjoints U et V voisinages respec-
tivement de [x] et [y]. Soient U’ = p‘l(U) etV' = p‘l(V) les pré-images dans X
de U et V via la projection canonique p: X — X/%. Lensemble U’ x V' est un
voisinage ouvert de (x,y) dans X x X. Si (x',y) e U' x V' alors [x' ] e U et [y'] € V
et donc on a [x'] # [y'] car U et V sont disjoints. Ceci équivaut a dire x' # y' ou
bien (x',y") € T(%)°. Donc U’ x V' est un voisinage ouvert de (x, y) dans X x X
contenu dans I'(%)¢, ce qui prouve que I'(#)€ est ouvert et termine la preuve. O

Le théoréme suivant montre que 'hypothése que le graphe d'une relation
d’équivalence Z soit entraine une propriété de séparation faible de '’espace quo-
tient, c’est-a dire que les singletons de 'espace quotient X/Z% sont fermés.

Théoreme 1.1.6. Soit X un espace topologique et soit Z une relation d’équivalence
sur X avec graphe fermé dans X x X. Alors les classes d’équivalence [x], x € X, sont
fermées. Par conséquent, les singletons de l'espace quotient X/ sont fermés.

Preuve. Soient x un point de X et y un point de I'adhérence [x]. Soit U x V un
voisinage de (x, y) dans X x X. Puisque y € [x] il existe un point y' tel que y' €
V n [x]. Alors (x,y') € T(%) ce qui implique (x,y") € (U x V)NT(X) # @. Donc
(x,y) estadhérent aI'(%). Le graphe I' (%) étant fermé on conclut que y € [x]. O

Avec des hypotheéses beaucoup plus fortes des celles ci-dessus on peut néan-
moins obtenir une réciproque partielle de la Proposition 1.1.5.
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Définition 1.1.7. Une relation d’équivalence sur un espace topologique X est
dite ouverte (respectivement fermeée) si la projection canonique est une applica-
tion ouverte (respectivement fermée).

Définition 1.1.8. Un sous-ensemble A c X est dit saturé par la relation d'équi-
valence Z sur X s'il est une réunion de classes d’équivalence. Autrement dit, si
p: X — X/Z désigne la projection canonique, un ensemble A c X est saturé s'il
existe B < X/ tel que A= p~'(B). Le saturé d'un ensemble A c X est'ensemble
[Al = p~! (p(A)).

Lemme 1.1.9. Soient A, B c X tel que A est saturé et ANB = @. Alors An[B] = @.

Preuve. Sixe An|[B] alorsil existe y € B tel que x ~ y. Puisque A est saturé, x € A
et x ~ yimpliquentque ye A.Donc AnB#@. O

Evidemment I'espace quotient X /2 est séparé si et seulement si pour tout x, y €
X avec x # y il existe deux ouverts disjoints et saturés, voisinages respectivement
dexety.

Théoreme 1.1.10. Soit Z une relation d’'équivalence sur un espace topologique X
dont le graphe est fermé dans X x X. Supposons que l'une des conditions suivantes
soit vérifiée :

1. Larelation & est ouverte;

2. Lespace X est compact et séparé.

Alors l'espace quotient X | est séparé;

Preuve. (1) Supposons que I'application quotient p: X — X/Z soit ouverte et
que le graphe I'(#) de £ soit fermé dans X x X. Si x # y on a (x,y) ¢ I'(%), et
puisque I'() est fermé il existe deux voisinages ouverts U et V de x et y tels que
x' # y' pour tout point (x',y’) € U x V. Les images p(U) et p(V) de U et V dans
X /2 sont alors deux ouverts disjoints, voisinages respectivement de [x] = p(x) et
de [y] = p(y). Donc X/Z est séparé.

(2) Supposons que I'espace X soit compact et que graphe I'(%) soit fermé
dans X x X et donc compact. Soient u,v € X/ tels que u # v. Par le Théo-
reme 1.1.6 les classes d’équivalence C; = p‘l({u}) et Cy = p‘l({q}) sont fermées
dans X et disjointes. Donc il existe deux ouverts disjoint U c X et V c X, voisi-
nages respectivement des ensembles fermés p~! ({u}) et p~! ({g}) (car tout espace
compact séparé est normal).

Soient U’ = X\ p~L(p(X\ 1)) et V! = X\ p~}(p(X \ V)). Les ensembles U’ et
V' sont saturés et contenus respectivement dans U et V, donc disjoints. Pour
conclure la preuve il suffit de démontrer qu'’il sont deux voisinages ouverts res-
pectivement de C; et C,.

Pour montrer qu’ils sont ouverts il suffit de vérifier que si F < X est fermé
alors le saturé de F est fermé. Or, si P, : (x,y) € X x X — y € X désigne la pro-
jection sur la deuxieme coordonnée, le saturé de F est donné par p~!(p(F)) =
Py((F x X)NT (%)) (en effet p~1(p(F)) est I'ensemble des y € X tels qu'il existe
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x € F avec (x,y) € T'(%)). Puisque F x X et I'(#) sont compacts, il en est de méme
des ensembles (F x X)NI' (%) et Py ((F x X)N F(%)) car P, est continue. En conclu-
sion p’1 (p(F)) est compact et donc fermé.

Il reste a vérifier que C; « U’ et C, < V', Or, puisque C; est saturé et disjoint
de X\ U, par le Lemme 1.1.9 on a C; N [X \ U], c’est-a dire C; < U'. De méme
Cc V. o

1.2 Groupes topologiques

Pour un groupe G on note eg I'élément neutre de G.

Définition 1.2.1. Un groupe topologique est un groupe G muni d'une topologie
T satisfaisant les conditions suivantes :

1. La topologie 7 est séparée.

2. Les applications (g,h) € G>— ghe G et g€ G— g~ ! € G sont continues.

Il est facile de voir que les deux applications de I’axiome 2 ci-dessus sont conti-
nues si et seulement si I'application (g, h) € G — gh™! € G est continue.

Exemple 1.2.2. Tout groupe muni de la topologie discréte est un groupe topolo-
gique.

Exemple 1.2.3. Tout sous-groupe de GL(n,[F), avec F = R ou C, est un groupe to-
pologique pour la topologie induite de .

Exemple 1.2.4. Le groupe quotient R/Q muni de la topologie quotient n’est pas
un groupe topologique car il n’est pas séparé.

11 suit de la définition que pour un groupe topologique G et tout h € G les
applications Lj,: g€ G— hg, R,:g€ G— ghet Cj,: g€ G— hgh~! sont des ho-
méomorphismes de G. Il sont dits respectivement la translation a gauche par h,
la translation a droite par h et la conjugaison par h. Une conséquence facile de
cela est le lemme suivant.

Lemme 1.2.5. Dans un groupe topologique G les voisinages de g € G sont donnés
par les ensembles gV (ou bien Vg), oit V est un voisinage de 'élément neutre eg
deG.

Tout sous-groupe H d’'un groupe topologique G est un groupe topologique
pour la topologie induite sur H par G. En plus on a

Proposition 1.2.6. Soit H un sous-groupe d’un groupe topologique G. Ladhérence

de H est un sous-groupe de G. Si H est distingué dans G l'adhérence H est sous-
groupe distingué de G.
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Preuve. 1lsuffit de montrer quesi g € H et h € H alors gh~! € H. Par la continuité
de I'application (g1,h) e Gx G — glhl_1 € G, pour tout voisinage V de gh™! il
existe un voisinage V) de g et un voisinage V> de h tel que glhl’1 € V pour tout
(g1, 1) € V1 x V,. Puisque g € Het he H il existe g1eVinHeth; e V,n H.Donc
g1 hfl € VN H# @, ce qui démontre que gh~! € H.

Supposons que H soit distingué dans G. Puisque pour tout g € G la conjuga-
tion h € G — ghg™! € G est un homéomorphisme de G, on a, pour tout g € G,

gHg ' = gHg ! = H, ce qui démontre que H est distingué dans G. O

Rappelons que, si H est un sous-groupe d’'un groupe G, la relation définie par
x~y < y lxe€ H estunerelation d’équivalence sur G. La classe d’équivalence
de g € G par cette relation est 'ensemble gH = {gh | h € H} est dite la classe
a gauche de g suivant H. Lensemble quotient de cette relation d’équivalence,
I’ensemble classes a gauche suivant H de tous les éléments de G, estnoté G/ H.La
définition de classe a droite suivant H est similaire et 'ensemble classes a droite
Hg suivant H est noté H\G.

Proposition 1.2.7. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. On
muni G/H de la topologie quotient. Lapplication quotient p: G — G/ H est ou-
verte.

Preuve. Soit U un ouvert de G; il faut montrer que p(U) est ouvert, ce qui équi-
vaut a montrer que p‘l(p(U)) est ouvert dans G. Or p(U) ={gHe G/H| g € U}
dotu p~l(p()) ={ghe Gl ge U, he H} =Uyey Ux; puisque Ux est ouvert pour
tout x € G 'ensemble p~!(p(U)) une réunion d’ouverts et donc ouvert. 0O

Proposition 1.2.8. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. Le
graphe de la relation de classe a gauche de H dans G est fermé dans G x G si et
seulement si H est sous-groupe fermé de G.

Preuve. Le graphe de larelation de classes a gauche de H dans G est la pré-image
de H parI'application (x, y) — xy~! de G x G dans G. La continuité de cette appli-
cation implique que si H est est fermé dans G Le graphe de la relation de classes
a gauche est fermé dans G x G.

Sile graphe dela relation de classes a gauche de H dans G est fermé dans Gx G
alors la classe de I'élément neutre est H; elle est fermée dans G par le Théo-
reme 1.1.6. O

Théoreme 1.2.9. Soit G un groupe topologique et H un sous-groupe de G. La to-
pologie quotient sur G/ H est séparée si et seulement si H est sous-groupe fermé
deG.

Preuve. Si H est est fermé dans G par les Propositions 1.2.7 et 1.2.8 I'application
quotient est ouverte et la relation de classes a gauche de H dans G a un graphe
fermé dans G x G. Par le Théoréeme 1.1.10 la topologie quotient sur G/ H est sépa-
rée.

Si la topologie quotient sur G/ H est séparée alors, par la Proposition 1.1.5 la
relation de classes a gauche de H dans G a un graphe fermé. La classe de I'élé-
ment neutre est H et elle est fermée dans G. O
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Définition 1.2.10. Un sous-groupe I' d'un groupe G est dit discret si la topologie
induite par G sur I est la topologie discrete.

La définition précédente est équivalente a dire que tout singleton de I" est ou-
vert et donc que tout élément de I est un pont isolé.

Lemme 1.2.11. Soit X un espace topologique séparé et Ac X. Six € A etV estun
voisinage de x tel que V N A est un ensemble fini, alors x € A.

Preuve. Soit {y,...,yn} := VN A\ {x}. Il existe un voisinage W de x tel que Wn
{y1,-.-, yn} = @ car X est séparé. Lensemble W NV est un voisinage de x, ce qui
impliqueque WNnVnA#@,carxe A DoncWnVnA={x}. O

Théoreme 1.2.12. Un sous-groupe discretT" d’'un groupe G est fermé.

Preuve. Soit W un voisinage de I'élément neutre e; de G tel que WnNT = {ig}. Il
existe un voisinage V de ig tel que V1V c W. Supposons que g € G soit adhérent
aT. Alors gV nT # @. S'il existe au moins deux points distincts i; et hp in gV nT
ona hz‘lhl € (VIV)NnT c WnT = {ig}, une contradiction. Donc gV nT estun
singleton, ce qui implique, par le lemme, que geI'. O

Corollaire 1.2.13. Si G est un groupe topologique et ' un sous-groupe discret de G
alors GIT, muni de la topologie quotient, est un espace topologique séparé.

1.2.1 Groupes topologiques localement compacts

La classe de groupes topologiques est trop grande pour étre utile. En général
on se limite a étudier les groupes topologiques G localement compact.

On rappelle que un espace séparé est localement compact si tout point pos-
sede un voisinage compact. Pour un groupe cela revient a dire que 1'élément
neutre du groupe posséde un voisinage compact.

Les sous-groupes fermés de GL(n,R), dits (groupes linéaires), forment une
classe importante de groupes topologiques localement compacts. La topologie
de ces groupes est induite par la topologie de R,

Un groupe sous-groupe H de GL(n,R) est fermé dans GL(n,R) si et seulement
§il est fermé dans R™. Si H est un sous-groupes fermé de GL(n,R), 'élément
neutre ey de H possede un voisinage ouvert V dans R"* dont I'adhérence V est
compacte (par exemple une boule ouverte). Puisque H est fermé V n H est un
voisinage ouvert de iy dans H, dont I'adhérence est compacte, car incluse dans
I'ensemble compact V n H. Ceci démontre que les groupes linéaires sont locale-
ment compacts.

Comme exemple important de groupes topologiques non localement com-
pacts citons celui des espaces de Banach de dimension infinie ; en effet. ’addition
muni un tel espace d'une structure de groupe topologique ; un exercice classique
montre que un espace de Banach est localement compact si et seulement si sa
dimension est finie.
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Théoréme 1.2.14. Soit G un groupe topologique localement compact et H un
sous-groupe fermé de G. La topologie quotient sur G/ H est séparée et localement
compacte.

Preuve. Que la topologie quotient sur G/H soit séparée a été déja démontré.
Si U est un compact contenant le voisinage ouvert gV de g ('ensemble V étant
un voisinage ouvert de I'élément neutre), son image dans G/H est compacte et
contient I'image de gV dans G/ H, qui, a son tour, est un voisinage ouvert de gH.
Donc chaque point gH de G/ H posséde une base de voisinages compacts.

1.3 Actions continues de groupes topologiques

1.3.1 Définitions

Définition 1.3.1. Une action ou opération (a gauche) d'un groupe G sur un en-
semble X est une application

(§x)eGxX—gxeX (1.2)
telle que pour tout (g,h) e Gx Gettout x € X on a (gh)x = g(hx) et egx = x, ou
on a noté eg I'élément neutre du groupe G.

Lorbitede x € X est'ensemble Gx = {gx | g € G} c’est a dire 'image de 'appli-
cation
geG—gxeX.

Désormais on supposera que X est un espace topologique et que G est un
groupe topologique dont I'élément neutre est noté eg.

Définition 1.3.2. Une action ou opération (a gauche) d’'un groupe topologique G
sur un espace topologique X est dite continue, sil’application

(g x)eGxX—gxeX

est continue lorsque on muni G x X de la topologie produit. Dans ce cas on dit
aussi que G opere continiiment ou agit continiiment sur X.

En particulier si G agit continiment sur X pour tout g € G, 'application
Lg:x€X»—>gx€X,

est un homéomorphisme de X dit translation par g.
L'application
g€ G— Lg € Homéo(X)

est un homomorphisme de groupes ('ensemble Homéo(X) est un groupe pour
le produit donné pas la composition des homéomorphismes). Réciproquement
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si on se donne un homomorphisme de groupes L: g € G — Lg € Homéo(X) tel
que 'application (g, x) € G x X — Lg(x) € X soit continue, on obtient une action
continue de G sur X en définissant gx = Lg (X).

Définition 1.3.3. On dit qu'une action de G sur X est effective ou fidele si gx = x
pour tout x € X implique que g = eg. De facon équivalente on peut dire qu'une
action de G sur X est effective ou fidele sile noyau de 'homomorphisme g€ G —
L € Homéo(X) est trivial.

Si une action continue de G sur un espace séparé X n'est pas fidele 'ensemble
G' ={ge G| gx=x, pourtout x € X}

est un sous-groupe distingué et fermé de G. L'action du groupe G/G’ donnée par
(gG")x = gx estbien définie, continue et fidele. Donc en général on peut supposer
qu'une action est fidéle en passant a une action d'un groupe quotient.

Une action d'un groupe G sur un ensemble X détermine une relation d’équi-
valence : deux points x et y sont équivalents si et seulement si ils appartiennent
ala méme orbite. Donc

x~y <= 3geGtelquegx=1y.

Lespace quotient par cette relation est dit I’ espace des orbites est noté X/G, si cela
ne donne pas lieux des ambiguités.

Exemple 1.3.4. On fait opérer le sous-groupe H de G sur G par h.g = hg, c'est a
dire par translations a gauche. Alors g; ~ g» ssi il existe h € H tel que hg) = g,
autrement dit si et seulement si Hg; = Hg». On voit donc que I'espace des orbites
est’espace des classes a droite suivant H, qu’on note H\G.

Si on fait opérer H sur G par translations a droite en définissant h.g = gh™!,
alors'espace des orbites seral’espace des classes a gauche suivant H, noté G/ H.
(Rappelons que ces espaces sont séparés si et seulement si H est fermé).

Exemple 1.3.5. On fait opérer le groupe G sur lui-méme par h.g = hgh™!, c’est
a dire par conjugaisons. L'espace des orbites est donc 'ensemble des classes de
conjugaisons de G.

Définition 1.3.6. On dit qu'une action d’'un groupe G sur X est transitive sil'es-
pace des orbites est réduit & un singleton.

En d’autres mots une action de G sur X est transitive si pour (x, y) € X x X il existe
geGtelque y=gx.

Théoreme 1.3.7. La relation d’appartenance a la méme orbite est une relation ou-
verte.

Preuve. Soit U ouvert dans X et p: X — X/G la projection canonique. Il s’agit de
démontrer que p(U) est ouvert, ce que revient a dire que le saturé de U, l'en-
semble [U] = p‘l(P(U), est ouvert dans X. Or, le saturé de U est I’ensemble
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réunion de toutes les orbites des points de U, c’est a dire [U] = UgeggU =
Ugec Lg(U). Puisque I'application Lg est un homéomorphisme de X, I'ensemble
Lg (U) est ouvert, quel que soit g € G. Lensemble [U] étant une réunion d’ouvert
il est ouvert. O

De ce théoreme et du Théoreme 1.1.10 on tire que ’espace quotient X/G est sé-
paré sile graphe de la relation d’appartenance a la méme orbite est fermé.

1.3.2 Sous-groupe de stabilité

Pour tout x € X ’ensemble
Gy={geGlgx=x}

est un sous-groupe de G dit le stabilisateur de x, ou le sous-groupe de stabilité
de x. Nous le notons également Stabg (x).

Définition 1.3.8. On dit que G agit librement sur X ou que G agit sans points fixes
sur X si pour tout x € X le sous-groupe de stabilité de x est trivial.

Evidemment une action libre est fidéle. Lorsque G agit sur X sans points fixes
pour tout x € X 'application

geG—gxeGx

est une bijection de G sur I'orbite de x.

Proposition 1.3.9. Les stabilisateurs d’'une action continue d’'un groupe topolo-
gique G sur un espace topologique séparé X sont des sous-groupes fermés de G.

Preuve. Le stabilisateur G, est la pré-image de du singleton {x} par I'application
continue g — gx de G dans X. Or, le singleton {x} est fermé car par hypothése X
est séparé et la pré-image d'un fermé par une application continue est un fermé.
]

Lapplication g € G — gx € Gx passe au quotient G/G, et nous nous donne
une application bijective et continue

8Gx € G/Gx— gx € Gx. (1.3)

En effet 'égalité gx = hx est vérifiée si et seulement si h~! g € G, c’est-a-dire si et
seulement si gG = hG,; cela montre que I'application gGx € G/G, — gx € Gx
est bien définie et injective. Sa continuité et surjectivité découlent du fait que
I'application g € G — gx € Gx est continue (voir Théoreme 1.1.4) et surjective
(par définition de Gx).

En général, toutefois, 'application(1.3) n’est pas un homéomorphisme (c.-a.d.
I'inverse n’est pas continue).
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Exemple 1.3.10. Soit le tore bidimensionnel T? = R?/Z?; on note [x,y] € T? la
classe de (x,y) € R? modulo Z2. Pour tout « € R, le groupe additif R opére conti-
niiment sur T2 par

tix,yl=[x+t,y+atl, teR, [x,yleT?

Il est une exercice classique montrer que si @ € R\ Q , pour tout [x,y] € T? le
stabilisateur R,y de [x, y] est réduit au sous-groupe trivial {0}. Donc, dans ce
cas, R/Rp,. = R; toutefois, pour tout [x, y] € T2, I'application

G teR—[x+1,y+atl € T?

n’est pas un homéomorphisme! En effet, par le théoréme de Dirichlet, pour tout
il existe une suite p,/q, € Q telle que |ag, — pnl < 1/q, et limg, = +oo. Alors
g%, Y1 =[x+ qny+aqun =[x, y+aq,—pul =[x,y +€,] avec |e,| < 1/q,. Cela
montre que limg,.[x,y] = [x,y]; donc I'application réciproque ¢~! n'est pas
continue.

1.3.3 Actions propres.

Lexemple ci-dessus suggere que I'obstacle pour que I'application (1.3) soit un
homomorphisme réside dans le fait que le point gx peut se rapprocher de x pour
des ééments g € G tres fiéloignész de G,. En d’autres mots “l'orbite de x revient
pres de elle-méme”. Pour cette raison on donne les définitions suivantes.

Définition 1.3.11. Soient X un espace topologique séparé et Y un espace topo-
logique séparé localement compact. Une application continue de X dans Y est
dite propre si 'image réciproque de toute partie compacte de Y est un compact
de X.

Proposition 1.3.12. Soit f une application propre d’'un espace topologique séparé
X dans un espace topologique séparé localement compact Y. Alors f est fermée et
I'image réciproque par f de tout singleton de Y est compacte.

Preuve. Puisquel’espace Y estséparé etlocalement compact, les singletons de Y
sont des ensembles compacts. Donc I'image réciproque par f de tout singleton
de Y est compacte.

Soit F c X fermé et soit y un point adhérent a f(F). Il existe un voisinage
compact W de y. On a alors W n f(F) # @, car y est adhérent a f(F). Len-
semble f~!(W) est compact car f est propre et fermé car X est séparé. Len-
semble f~1(W) N F est l'intersection du fermé F et du compact fermé f~1(W)
et donc fermé et compact. Cela implique que W n f(F) est compact car Wn f(F)
est I'image directe de f~1(W) N F par f. En particulier W n f(F) est fermé, car Y
est séparé : Wn f(F) = Wn f(F) = Wn f(F). Puisque y € f(F) on conclut que y
appartient a f(F). Donc f(F) estfermé. O
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Note : Laréciproque de la proposition précédente est vraie aussi.

Définition 1.3.13. On dit que une action d’'un groupe topologique G sur un es-
pace localement compact et séparé X est propre si pour tout partie compacte K
de X I'ensemble

Gk ={g€G|gKnK}

est une partie compacte de G.

Il n'est pas difficile de voir que 'ensemble
Gri,x, = {8 € G| gKi N Ky}

est fermé si K; ¢ X et K» < X sont compacts L

Lemme 1.3.14. Une action d’'un groupe topologique G sur un espace localement
compact et séparé X est propre si et seulement si pour toutes les parties compactes
Kj et K, de X l'ensemble

G .k, =18 € G| gK1 N Ky}

est une partie compacte de G.

Preuve. La suffisance est évidente. Supposons que I'action soit propre et soient
K; et K des compacts de X. Alors K7 UK est compact et Gk, x, < Gk, uk, .- Puisque
Gk, k, est un sous-ensemble fermé du compact Gk, uk,, il est compact. O

Une définition équivalente a celle donnée est la suivante : une action d'un groupe

topologique G sur un espace localement compact et séparé X est propre si et

seulement si 'application (g, x) € G x X — (gx, x) € X x X est propre 2,

1. Soit h € G adhérant a Gk, k, et soit (8q)aecs Une suite généralisée d’éléments de G, x,
convergeant vers . Alors pour tout a € I il existe x, € K; tel que g;'x, appartient a K. Par la
compacité de Ky, il existe une extraite de la suite généralisée (xq)qe; qui converge vers x € K.
On supposera alors que (g,)qes; converge vers h et que (xq)qe; converge vers x € K,. Par la
continuité de'action et de I'inversion dans G, on a que (g, LX) el converge vers h~lx. Puisque
K; est compact et X séparé, K est fermé. Cela implique que la limite ™! x appartient & K;. En
conclusion h € Gg; , -

2. En effet, si'application ¢: (g,x) € G x X — (gx,x) € X x X est propre, 'image réciproque
du compact K x K < X x X est compacte et est égale a K’ = {(g,x) e Gx X | x € K, gx € K}.
Limage par la projection (g,x) € Gx X — g € G de K’ est 'ensemble {g € G| g7' K n K}, qui
est donc compact. Par la continuité de 'application g € G — g~! € G, on en déduit que Gy est
compact.

Réciproquement si pour tout partie compacte K de X 'ensemble Gx est compact mon-
trons que 'application ¢: (g,x) € G x X — (gx,x) € X x X est propre. Soit C un compact de
X x X et (g4, Xq) une suite généralisée de (/)_1 (C). Remarquons que puisque X est séparé ({)"1 (@)
est fermé. On a alors que (ggXq,Xq) € C et par compactité il existe une sous-suite générali-
sée convergente vers un point (y, y2) € C. On supposera alors que (g, Xq, Xo) € C converge vers
(y1,¥2) € C. Soit K} un voisinage compact de y; et K, un voisinage compact de y». On a alors que
pour tout a assez grand g, X, € Kj et x, € Ky, ce qui implique que g, ! appartient a I'ensemble
compact Gk, k,. Il existe donc une sous-suite généralisée extraite de (g,) convergeante vers
g € Gg, .- En conclusion il existe une sous-suite généralisée extraite de (g4, xo) qui converge.
Cela implique que ¢~ (C) est compact.
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Théoréme 1.3.15. Soit G un groupe topologique opérant proprement sur un es-
pace topologique localement compact séparé X. Alors

1. Les orbites Gx, x € X, sont fermées dans X.

2. Pour tout x € X lapplication gG, € G/Gy — gx € Gx est un homéomor-
phisme de G/ Gy sur Gx.

3. Lespace quotient X /G est séparé.

Preuve. 1. Soit y ¢ Gx. 1l suffit de montrer qu'il existe un voisinage V de y tel que
VNnGx=¢.

Soit W un voisinage compact de y. Alors I'ensemble Gy = {ge G| g{ix}n W #
?}={ge€ G| gxe W} estcompact. Or, WN Gx = WNUgeg,8{xt = WN Gox estun
sous-ensemble compact de W. Puisque y ¢ W n Gx et X est séparé, il existe un
voisinage V contenu dans W tel que VN Gx = @.

2. Suppose (gqx) est une suite généralisée convergeant vers gx. Il faut mon-
trer que g, G, converge vers gG,. Evidemment (g g, x) converge vers x. Soit V
un voisinage compact de x. Pour tout « assez grand on a g~'g,x € V, et donc
g7 'gaV NV # @. 1l sensuit que g, appartient a un sous-ensemble compact de
G, pour tout a assez grand. Soit (gg) une extraite de la suite généralisée (go) qui
converge vers h € G. On obtient que gz Gy converge vers hGy. Mais ggx converges
vers gx etvers hx. Donc hGy = gG,. Puisque cela est vrai pour toute suite extraite
(gp), on alimg,G, = gG;.

3. Par le Théorémes 1.1.10 et 1.3.7, il suffit de montrer que le graphe de la re-
lation d’appartenance a une méme orbite est fermé dans X x X, ou bien que son
complémentaire est ouvert. Supposons donc que y ¢ Gx. Puisque Gx est fermée
(par la partie 1.) il existe un voisinage V de x qui ne rencontre pas Gx ; ceci équi-
vaut a dire que pour tout g € G, x ¢ gV, ou bien x ¢ GV ; évidemment on peut
supposer que V est compact. Soit W un voisinage de compact de x. Lensemble
Gyw =1{g€ G| gV nW # ¢} est compact dans G. Donc 'ensemble Gy V est un
sous-ensemble compact de GV et donc fermé (car X est séparé). Puisque x ¢ GV,
I'ensemble W' = W\ Gy V = W\ GV est un voisinage de x. Or considérons le
voisinage W' x V de (x,y).Si (x/,y) e W' xVonay € Vetx € W\GV, et donc
x' ¢ Gy'. Cela montre que le complémentaire du graphe de la relation est ouvert.
O

1.4 Annexe : Sommaire de topologie

Nous renvoyons le lecteur aux cours élémentaires sur le sujet pour les notions
fondamentales de topologie. Ici nous tenons a rappeler briévement les propriétés
fondamentales des espaces que nous considérerons.
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1.4.1 Définitions fondamentales

Une fopologie sur un ensemble X est une famille 7 de parties de X, contenant
la partie vide, 'ensemble X, et fermée par rapport aux opérations d’intersection
finie et de réunion quelconque. Un espace topologique est un couple (X, ) formé
par un ensemble X et une topologie 7 sur X, mais on écrit simplement « un es-
pace topologique X », sans indication de la topologie, lorsque cela ne se préte pas
a des ambiguités.

Les membres d'une topologie 7 sur X, sont dites les ouverts de 'espace (X, 7).
Les parties fermées sont, par définition, les complémentaires des parties ouvertes.

Un voisinage d'un point x € X est un ensemble contenant un ouvert auquel
x appartient. Un ensemble V est un voisinage d'un ensemble A c X s'il existe un
ensemble ouvert O telque Ac Oc V.

Si A c X lintérieur de Aestle plus grand ouvert A° contenu dans A;1'adhérence
de A (ou fermeture) est le plus petit fermé A contenant A. Un point x € A est un
point adhérent a A.

Une fonction f: X — Y entre espaces topologiques est continue en un point
x € X silapréimage de tout voisinage de f(x) est un voisinage de x; elle est conti-
nue si elle est continue en tout point x € X ; cela revient a dire que la préimage de
tout ouvert de Y est une partie ouverte de X.

Un exemple de topologie sur un ensemble quelconque X est la topologie dis-
créete pour laquelle toute partie de X est ouverte. La fopologie grossiere sur X est
la topologie {@, X}.

La topologie usuelle de I'espace euclidien, ou de tout autre espace métrique
(X, d), est formée par les parties qui sont des réunions de boules ouvertes. Cette
topologie est dite induite par la distance d.

Une base pour une topologie sur X est une famille 28 de parties de X telle que
tout ouvert de la topologie soit réunion d’ensembles de 23.

Pour que une famille 28 de parties de X soit une base d'une topologie il faut et
il suffit que toute intersection finie d’ensembles de 28 soit réunion d’ensembles
de 2. 1l s’ensuit que, si ¥ est une quelconque famille de sous-ensembles de X,
la famille

4
#={\Ui|Uies, ceN}
i=1

estla base d'une topologie 7 qui est la plus petite topologie contenant . ; on dira
alors que 7 est la topologie engendrée par & .

Une famille 7 (x) de voisinages de x € X est un base de voisinages de x ou sys-
teme fondamentale de voisinages de x si pour tout voisinage ouvert W de x il
existe VeV (x) telque Vc W.

Une suite (x,) dans une espace topologique X converge vers x € X si pour tout
voisinage V de x on a x, € V, pour tout n assez grand; cela revient a dire que
I'ensemble d’'indices {n € N | x,, ¢ V} est fini, quel que ce soit le voisinage V de x.
Dans ce cas on dira aussi que x est la limite de la suite (x;) et on écrit x = lim x,.
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Un point x € X est une valeur d'adhérence® d’'une suite (x,) de 'espace topo-
logique X si pour tout voisinage V de x et pour tout n € N il existe m > n avec
Xm € V; cela revient a dire que 'ensemble {n € N | x € V} est infini, quel que ce
soit le voisinage V de x.

Evidemmentona:

Proposition 1.4.1. Si la suite (x,) converge vers x alors le point x est une valeur
d’'adhérence de la suite (x;).

1.4.2 Topologie induite

Lorsque E est une partie non vide d'un espace topologique X et U un ouvert
de X I'ensemble U N E est dit la trace de U sur E. Il est facile de voir que les traces
des toutes les parties ouvertes de X sur E, c’est -a dire la famille d’ensembles

T ={UNE| U ouvert de X},

forment une topologie sur E. Cette topologie est dite la topologie induite sur E
par la topologie de X. On dira que (E, ) est un sous-espace” de I'espace topolo-
gique (X, 7).

Dorénavant nous supposerons que toute partie E d'un espace topologique X
est munie de la topologie induite sur E par la topologie de X. Pour désigner une
partie A de E, ouverte pour la topologie induite, et pour éviter toute confusion
avec les parties ouvertes de X, on dira que A est relativement ouvert ou un ou-
vert relatif. Une terminologie analogue s’applique aux parties fermées, aux voisi-
nages, etc. ; on parlera ainsi de partie relativement fermée, ou encore de voisinage
relatif, etc.

On laisse au lecteur de vérifier les propriétés assez banales de la topologie in-
duite :

Proposition 1.4.2. Si F est une fonction continue définie sur une partie Q c X et
E c Q alors larestriction de f a E, qu'on note fig, est continue.

Limplication inverse est fausse : la fonction définie par f(x) = x/|x|, pour
x € E =R\ {0}, est continue pour la topologie induite par R sur E, mais tout pro-
longement de f a R est discontinu en 0 € R.

Proposition 1.4.3. Une suite x, € E c X converge pour la topologie relative T si
et seulement si la suite (x,) converge pour la topologie de X et x € E.

Rappelons que une partie E d'un espace topologique X est connexe si elle est
connexe pour la topologie induite sur E.

3. Ne pas confondre les valeur d’adhérence d’'une suite avec les points adhérents a un en-
semble

4. Ne pas confondre un sous-espace topologique avec un sous-espace vectoriel : ces sont des
notions différentes.
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1.4.3 Topologie produit

Rappelons que si (X;);cr est une famille d’ensembles, indexés par des indices
i parcourant un ensemble I, on définit le produit X = [];c; X; comme I'’ensemble
des fonctions x: i € I — x; € X;. On note une telle fonction par x = (x;);e;. On
définit pour j € I la projection p;: [1;e; Xi — Xj par pj((xi)ier) = X;.

Lorsque '’ensemble des indices I est fini a n éléments, on peut supposer que
I={1,2,...,n}. On préfere alors utiliser les notations suivantes :

H Xi=XixXpx--xXy et (X)iepz2,...n = (X1,%2,..., Xn).
iefl,2,...n}

La projection p;j: X x Xp x -+ x X, — X est notée p;(x1, X2,...,X,) = Xj, en sup-
primant des parenthéses inutiles.

Lorsque 'ensemble des indices I est infini dénombrable, on aura générale-
ment I =N et on parle alors de suites (x;);en.

Définition 1.4.4. Soit (X;,7;);c; une famille d’espace topologiques. On munit
I'ensemble X =[];c; X; de la plus faible topologie sur X qui rends les projections
pi : X — X; continues. Muni de cette topologie, dite topologie produit des topo-
logie (7;)ies, 'ensemble X devient un espace topologique dit le produit topolo-
gique des espaces topologiques (X;, T;)e;-

Cette définition est rendue possible par I'observation que si 7 est une topo-
logie sur X ayant la propreté que toutes les projections p; sont continues, alors
toute topologie plus forte que 7 jouit de cette méme propreté. La topologie pro-
duit est donc l'intersection de la famille (non vide!) de toutes les topologies qui
rendent les projections p; : X — X; continues.

Soit n un entier positif quelconque, {ij,,...i,} < I et pour tout £ = 1,..., n soit
Vi, un ouvert dans X;,. Le cylindre C(im-.in),(ViI,.--,\/in) estle sous-ensemble de X =
[Tie; X; définit par

Clitymin) Vi Vi) = {(Ki)ier € X 1 3 € Vi, X1, € Vi }

Théoréme 1.4.5. Soit (X, 1) le produit topologique des espaces topologiques X =
[Tie1 Xi- La topologie produit T est engendrée par la base € formée par les cy-
lindres.

Preuve. Observons que
-1 -1
Cligrein) (Vi Vi) = Py Vi) - py 2V ).

Puisque les projections p; sont continues pour la topologie produit et les en-
sembles V;, ..., V;, sont ouverts dans X;,, ..., X;, le cylindre C;, ... i), (Vi e Vi)
est un ouvert de la topologie produit 7. Il s’ensuit que la famille des cylindres en-
gendre une topologie 7’ plus faible que 7.

Pour la topologie 7’ toutes les projection p; sont continues : en effet pour tout
ouvert V;c X; ona
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pi (Vi) = Capwp et

Donc, par définition de la topologie produit, la topologie 7’ est plus forte que la
topologie 7.
En conclusiont=7". O

Il est utile de considérer le cas du produit de deux espaces topologiques X;
et X». Dans ces cas les cylindres dans X; x X, sont les sous-ensembles de X; x X,
donnés par
ixV,

avec V] ouvert dans X; et V, ouvert dans X,. Donc un sous-ensemble A c X; x X,
est ouvert si et seulement si pour tout (x;, x2) € A il existe un ouvert V; ¢ X; et un
ouvert V, c X, tel que (x1,x2) € V1 x Vo C A.

1.4.4 Propriétés fondamentales des espaces topologiques

Les propriétés de espaces topologiques sont typiquement classés en proprié-
tés de dénombrabilité, de séparation, de compacité, de connexion, bien que toutes
ces propriétés soient, en général, synergiquement liées.

Propriétés de dénombrabilité

Une partie d'un espace topologique est dense si son adhérence est!’espace en-
tier. Un espace espace topologique est séparable s’il possede une partie dénom-
brable et dense.

La topologie usuelle de R" est un exemple de topologie séparable car Q"
est une partie dénombrable et dense de R". L'espace C([0,1];R) —I’espace des
fonctions continues réelles sur [0,1] muni de la distance définie par la norme
I fll = sup|f(x)|— est lui aussi séparable car les polynémes a coefficients ra-
tionnels forment une partie dénombrable et dense dans C([0, 1];R) (théoréme de
Weierstrass).

Un exemples banale de topologie non séparable est la topologie discréte sur
un ensemble infini non dénombrable.

Définition 1.4.6. On dit que I'espace topologique (X, 7) satisfait le premier axiome
de la dénombrabilité si pour tout point x € X il existe une base dénombrable de
voisinages ouverts de x.

Théoréme 1.4.7. Tout espace métrique (X, d) satisfait le premier axiome de la dé-
nombrabilité.

Preuve. Les boules ouvertes de rayon rationnel centrées en x € X forment une
base dénombrable de voisinages ouverts de x.
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Lorsque {V};} nen st une base dénombrable de voisinages ouverts de x € X on
pourra toujours supposer que V,, c V,_;, quitte a remplacer la suite V}, par la
suite V, =VinVan---N V.

Définition 1.4.8. Sil’espace topologique (X, ) possede une base dénombrable on
dit qu’il satisfait le second axiome de la dénombrabilité ou bine qu'’il est a base
dénombrable.

Un espace topologique a base dénombrable satisfait le premier axiome de la
dénombrabilité et il est séparable. (Si {W},},en est une base de la topologie, pour
x € X la famille 7 = {W,, | x € W},} est une base dénombrable de voisinage de
x. En choisissant, pour tout n € N, un point x, € W,, on obtient un ensemble
D = {x,, | n € N} dense et dénombrable).

Théoréme 1.4.9. Un espace métrique (X, d) satisfait le second axiome de la dé-
nombrabilité si et seulement s'il est séparable.

Preuve. 11 suffit de montrer que si 'ensemble D = {x, | n € N} est dense alors la
famille formée par les boules ouvertes de centre x, € D et rayon rationnel en-
gendrent la topologie.

Deux conséquences importantes du premier axiome de la dénombrabilité
sont les suivantes

Proposition 1.4.10. Soit X un espace topologique satisfaisant le premier axiome
de la dénombrabilité. Un point x € X est une valeur d’adhérence d'une suite (x,) si
et seulement s'il existe une suite extraite de (x,,) qui converge vers x.

Preuve. Des définitions, on a immédiatement que si (x,) converge vers x alors
le point x € X est une valeur d’adhérence de cette suite; cela ne requiert aucune
condition sur 'espace.

Soit x € X une valeur d’adhérence d’'une suite (x;) et soit (V,,) une base de
voisinages ouverts de x. On peut supposer que V,, c V,,_;. Par définition, pour
tout n € N ’ensemble {m € N | x,, € V},} est infini; soit ng = min{m e N | x;,, € Vp};
par récurrence on définit

n;=minfmeN|x,,€V;, m>n;_1}.

On alors n; > n;_1 ce qui permet de définir une suite extraite (x,,) ; on aussi x,, €
Vi et donc x,; € V; pour tout j = i (car V; < V;). Puisque tout voisinage V de
x contient un voisinage V; on peut conclure que la suite extraite (x,;) converge
vers x. 0O

Proposition 1.4.11. Soit X un espace satisfaisant le premier axiome de la dénom-
brabilité. Une fonction f: X — Y est continue en x € X si et seulement pour toute
suite de points x,, € X convergent vers x la suite f(x,) converge vers f(x).
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Preuve. Soit f continue en x et soit limx, = x, x, € X. Pour tout voisinage ou-
vert U de f(x), f‘1 (U) est un voisinage de x; cela implique que x, € f‘1 (U) pour
tout n assez grand. Cela implique que f(x,) € U pour tout n assez grand, c.-a-d.
lim,, f(x,) = f(x).

Soit (V) nen un systéme fondamentale dénombrable de voisinages ouverts
de x. On peut supposer que V;, c V,_;. Si f n’est pas continue en x, il existe
un voisinage ouvert U de f(x) tel que f~!(U) n’est pas un voisinage de x. Donc
pour tout ne NonaV, & f’l(U), ce qui revient a dire qu'il existe x, € V;, tel
que f(x,) € U. Voila alors une suite x, € X convergente vers x et telle que la
suite f(x,) ne converge pas vers f(x). O

Propriétés de séparation

Définition 1.4.12. Un espace topologique est séparé ou de Hausdorff, ou encore
satisfait 'axiome 7>, si points distincts de 'espace posseédent des voisinages dis-
joints.

La topologie usuelle de R" est séparée, comme d’ailleurs ’est la topologie de
tout espace métrique (X, d) : en fait, pour x, y € X avec x # y les deux boules
ouvertes de rayon d(x, y)/2 centrées respectivement en x et en y sont deux voisi-
nages ouverts et disjoints de x et y.

Une conséquence facile et importante de I'axiome de séparation de Hausdorff
estla suivante :

Proposition 1.4.13. Dans une espace séparé une suite convergente converge vers
un unique point.

Preuve. En effet, soient x # y et Vy et V;, des voisinages ouverts disjoints de x
et y. Si la suite (x,) converge vers x, pour tout n assez grand on a x, € V, ce qui
implique x, ¢ V. Donc y n’est pas une valeur d’adhérence de la suite (x,). O

Le contre-exemple a cette proposition est assez facile aussi : dans I'espace a
deux point X = {a, b} muni de la topologie grossiere {¢, X} la suite x,, = a, (n € N),
converge vers a et vers b.

Une autre propriété de séparation assez utile est la propriété de normalité

Définition 1.4.14. Un espace topologique est normal si les deux condition sui-
vantes sont vérifiées :

1. tout singleton {x} est un ensemble fermé.

2. deux ensembles fermés et disjoints ont des voisinages ouverts disjoints.
Proposition 1.4.15 (Lemme de Urysohn). Si A et B sont deux ensembles fermés et

disjoints d’'un espace topologique normal X, il existe une fonction continue f: X —
[0,1] telleque f =0 sur Aet f =1 surB.

Proposition 1.4.16 (Théoréme d’extension de Tietze). Si A est une partie fermée
d'un espace topologique normal X et f: A — R est une fonction continue, alors il
existe une fonction continue F: X — R telle que f = F sur A.
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Propriétés de compacité

Soit E une partie d’'un espace topologique X. Un recouvrement ouvert de E
est une famille 7 = {Vy}4er d’ouverts de X telle que Uqge; Vo @ E. Un sous-
recouvrement d'un recouvrement ouvert 7 = {V,}4¢1 de E estla donné d'un sous-
ensemble J < I tel que Ugey Vo 2 E. Dans ce cas on dit que le recouvrement
ouvert de E donné par ¥’ = {V4}qej est extrait du recouvrement 7 = {Vy}ge.
Si J ={ay,...,a,} < I est un sous-ensemble fini et U?Zl Va; @ E on dira que
{Va,,... Va,} est un sous-recouvrement fini du recouvrement ouvert ¥ = {Vp}aer
de E.

Définition 1.4.17. Une partie K d’'un espace topologique est compacte® si tout
recouvrement ouvert {V,}4¢7 de K contient un sous-recouvrement fini {Vy,... Vg, }.

Proposition 1.4.18. Si (X, 1) est un espace séparé tout compact de X est fermé.

Preuve. Si K c X est compact et y ¢ K, pour tout x € K il existe deux ouvert dis-
joints Vi et Wy, voisinages respectivement de x et de y. La famille {V,},cx forme
un recouvrement ouvert de K. Donc il existe x; € K, ...,x, € K tels que 'ensemble
V = Vi U---UVy, est un ouvert contenant K. On pose W = Wy, n---N Wy, . Les
ensembles V et W sont ouverts est disjoints ; il sont aussi deux voisinages respec-
tivement de K et de y. Donc le point y n'est pas adhérenta K. O

En général est il est faux qu'un compact soit fermé : dans I'espace a deux
points X = {a, b} muni de la topologie {®,{a}, X}, 'ensemble {a} est compact et
non fermé. Toutefois on a ’'observation suivante

Proposition 1.4.19. Un sous-ensemble fermé d’'une partie compacte est compact.

Preuve. Soit F estune partie fermée d'un espace compact K et 7 = {V3}4e 4 unre-
couvrement ouvert de F. La famille 7' = {X\ F}U7 est alors un recouvrement ou-
vert de K. Puisque K est compact, on peut extraire de 7’ un sous-recouvrement
fini {X\ F}U{Vy,,..., Vg, } de K. En particulier {Vy,,..., V4, } est un recouvrement
ouvertde F extraitde 7. O

Théoreme 1.4.20 (Théoréeme de Tykhonov). Soit (X;);c; une famille d’espaces
compacts. Alors le produit X = [];c; X; muni de la topologie produit est compact.

Définition 1.4.21. Un espace topologique est dit séquentiellement compact si
toute suite de I'espace possede (au moins) une sous-suite convergente

Théoréme 1.4.22 (Bolzano-Weierstrass). Tout espace espace topologique com-
pact satisfaisant le premier axiome de la dénombrabilité est séquentiellement com-
pact (de toute suite (x, € X) on peut extraire une sous-suite convergente).

5. Attention : pour certains auteurs frangais, qui suivent Bourbaki, un ensemble satisfaisant
notre définition est dit “quasi-compact” et le mot “compact” signifie “quasi-compact” séparé.
Nous préférons garder la distinction entre propriétés de recouvrement et propriétés de sépara-
tion car cela simplifie remarquablement beaucoup d’énoncés. Dans les espaces métriques les
deux notions sont confondues.
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Preuve. Par la Proposition 1.4.10 cela revient a démontrer que toute suite pos-
sede une valeur d’adhérence.

Supposons par I'absurde le contraire. Soit (x,) une suite sans valeurs d’adhé-
rence. Pour tout x € X, du fait que x n’est pas une valeur d’adhérence de cette
suite, on déduit qu’il existe un voisinage ouvert V, de x tel que I'ensemble {m €
N | x,, € Vi} est fini. Cela revient a dire que’ il existe un entier my tels que x, & Vy
pour tout n > my. Puisque la famille d’ouverts {Vy}ex recouvre X, il existe une
sous-famille finie {Vy,,..., Vy,} qui recouvre X. Soit m = max{my, ..., my,}. Alors
pourn>monax,¢gVy U---UVy, =X, une absurdité. O

Théoréme 1.4.23 (Bolzano-Weierstrass, II). Pour que un espace topologique X a
base dénombrable soit compact il faut et il suffit qu’il soit séquentiellement com-
pact (de toute suite (x, € X) on peut extraire une sous-suite convergente).

Preuve. Puisque une espace a base dénombrable satisfait le premier axiome de la
dénombrabilité, la nécessité de la condition donnée découle du Théoréme pré-
cédent.

Démontrons la suffisance : supposons que de toute suite on puisse extraire
une sous-suite convergente et que donc toute suite posseéde une valeur d’adhé-
rence. Procédons par 'absurde en supposant aussi X ne soit pas compact. Il
existe alors un recouvrement % = {U,} de X sans sous-recouvrements finis. Soit
% = {V,} une base dénombrable d’ouverts de X. Quitte a remplacer chaque Uy
par la collection des V;, € 48 tels que V,, « U, on peut supposer que le recouvre-
ment % est dénombrable et donc numéroter les éléments de % = {Uj,...,Uy,...}.
Soit x,, ¢ U; U---U Uy, ; un tel élément existe car aucune collection finie des U; ne
recouvre X. Soit x une valeur d’adhérence de la suite (x;). Puisque % recouvre X
il existe un élément U; € % avec x € Uj;; par définition on a x,, ¢ U; pour tout
m = j; cela contredit le fait que x soit une valeur d’adhérence de la suite (x,). O

Remarque 1.4.24. On verra que dans les espaces métrique ce théoreme est valable
meéme sans '’hypothese de I'existence d’'une base dénombrable. Mais en général
il est possible d’avoir des espaces topologiques compacts dans lesquels il existe
des suites sans extraites convergeantes. Un exemple est le suivant.

Soit S la boule unité (fermée) dans I'espace E = (¢*°)' des formes linéaires
continues sur I'espace de Banach ¢°°. Par le Théoréeme de Banach-Alaoglu S est
compact pour la topologie *-faible sur E. Soit (f;;) € S la suite définie ainsi : pour
tout x = (x(j)) € £ on pose f,,(x) = x(n). Pour toute suite extraite f,, nous pou-
vons trouver x = (x(j)) € *° tel que la limite lim; x(n;) ne converge pas. Suppo-
sons que une extraite f,; converge vers f € E. Alors pour tout x = (x(j)) € /* ona
lim; fy; (x) = f(x). Puisque lim; fy,, (x) = lim x(n;) on obtient une contradiction.

Proposition 1.4.25. Un espace topologique séparé et compact est normal.

Preuve. Soit X un espace séparé et compact. Les singletons sont alors fermés car
X est séparé. Soient F; et F» deux fermés disjoints. Il faut démontrer qu'il existe
deux ouvert disjoints O; et O, qui sont des voisinages respectivement de F) et F5.
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Au cours de la preuve du Théoréme 1.4.18 on a montré 'assertion suivante : Si
C est une partie compacte d'un espace séparé et y ¢ K alors il existe un voisinage
ouvert V de K et un voisinage ouvert W de y telque VnW = @.

Puisque F; et F» sont deux fermés de I'’espace compact X, ils sont compact
par le Théoréme 1.4.19. Donc pour tout y € F; il existe un voisinage ouvert V),
de F; et un voisinage ouvert Wy, de y tel que VN W = @. La collection {W)} e,
est un recouvrement ouvert de F». La compacité de F» implique qu'il existe un
ensemble fini {y1,..., yu} € F> tel que {Wy,,..., Wy, } est un recouvrement de F.
Onpose Oy = V) n---NnVy, et O = Wy, U---n Wy, . On vérifie facilement que O,
et O, sont des voisinages disjoints de F et F, respectivement.

Théoréme 1.4.26. Limage d'un compact par une application continue est com-
pacte.

Preuve. Soit f: X — Y une application continue entre les espaces topologiques
X etY.Si# = {W,} est un recouvrement ouvert de f(X) alors {f~!(W,)} est
un recouvrement ouvert de X. Par la compacité de X, il existe {a,...,a,} tels
que {f1(Wy,),..., f~1(Wy,)} est un recouvrement de X. Il est immédiat que
{Wa,,..., Wg,} est un recouvrement (fini) de f(X).

Proposition 1.4.27. Une application f: X — Y continue et injective d’'un espace
compact X dans un espace séparé Y est un homéomorphisme de X sur f(X).

Preuve. Soit g: f(X) — X I'application réciproque de la bijection f: X — f(X).
1l faut montrer que pour tout ouvert U c X, 'ensemble g~ (U) est ouvert dans
g(X). Ceci est équivalent a montrer que pour tout fermé F c X, 'ensemble g‘1 (F)
estfermé g(X).Orona g~ (F) = f(F). Nous devons donc montrer que I'image par
f d’'un fermé de X est fermée.

Si F c X est fermé, alors F est compact (Théoréme 1.4.19). Limage f(F) est
alors compacte (Théoreme 1.4.26). Puisque Y est séparé, I'image f(X) est aussi
un sous-espace séparé et donc f(F) est une partie compacte d'un espace séparé.
Par la Proposition 1.4.18, ’ensemble f(F) est fermé, ce qui conclut la démonstra-
tion. O

Définition 1.4.28. % Un espace topologique est dit localement compact si tout
point de I'espace possede un voisinage compact.

Par exemple la topologie de R" est localement compacte car pour tout x € R"
la boule fermée BF (x, ), avec r > 0, est un voisinage compact de x.

Des exemples bien connus d’espaces métriques non localement compacts
sont les espaces de Banach de dimension infinie ; par exemple I'espace L2([0,1])
est séparable et non localement compact (I'ensemble formée par les fonctions
en(x) = Aexp(2mnix) est fermé, borné et non compact

6. La définition donnée d’espace localement compact ne fait pas I'unanimité. Les différentes
définitions qu’on retrouve dans la littérature coincident toutes sil’espace est séparé. Pour cette
raison certains auteurs préferent inclure cette condition dans la définition d’espace localement
compact.
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Proposition 1.4.29. Dans un espace localement compact et séparé tout point pos-
sede un systeme fondamentale de voisinages compacts.

Preuve. Soit x un point dans l'espace localement compact et séparé X. Il faut
montrer que pour tout voisinage W de x il existe un voisinage compact W' de x
telque W c W.

Soit V c X un voisinage compact de x. Alors V est fermé (Proposition 1.4.18)
et, par définition de voisinage il existe U ouvert tel que x € U < U < V. Pour tout
voisinage W de x I'’ensemble U n W, ainsi que son adhérence U N W est un voi-
sinage de x. On donc que {x} et Y = Un W\ (Un W) sont deux fermés disjoints
dans V. Il existe donc un voisinage ouvert O; de x et un voisinage ouvert O, de
Y tels que O; N Oz = @. Posons W/ = O; nU N W. Lensemble W’ est un voisinage
compactde x.OnaW' cO,nUNWcUNW\O,cUNnWcW. O

Définition 1.4.30. Le support supp f d'une fonction f: X — R est 'adhérence de
ensemble des points x avec f(x) #0.

Proposition 1.4.31 (Lemme de Urysohn, II). Soit X un espace localement com-
pact et séparé. Si K et F sont deux sous-ensembles disjoints de X, respectivement
compact et fermé, alors il existe un une fonction continue a support compact
f: X—10,1] telleque f =1 surK et f =0 surF.

Proposition 1.4.32 (Théoreme d’extension de Tietze, II).

Soit X un espace localement compact et séparé. Si K c X est compact et fermé
et f: K — R est une fonction continue, alors il existe un une fonction continue a
support compact F: X — R telle que f = F sur K.

On dit qu'un espace topologique est dénombrable a l'infini s'il est localement
compact et o-compact, c’est-a-dire qu’il admet un recouvrement dénombrable
par des parties compactes. Evidemment R”, avec sa topologie usuelle, est dé-
nombrable a I'infini.

Propriétés de connexité

Lespace a deux points {0, 1} sera muni de la topologie discrete.

Définition 1.4.33. On dit que une partie C d'un espace topologique X est connexe
si toute fonction continue C — {0, 1} est constante. Pour C = X cela revient a dire
les seules parties simultanément ouvertes et fermées de X sont ’ensemble vide
@ et 'espace entier X.

Une définition équivalente dit que C c X est connexe si et seulement si les seules
parties simultanément ouvertes et fermées de C pour la topologie induite par X
sur C sont'ensemble vide @ et C tout entier ’.

7. Pour la notion de topologie induite cf. § 1.4.2
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Théoréeme 1.4.34. Les sous-ensembles connexes de la droite réelle sont les inter-
valles.

Théoréme 1.4.35 (Théoréme de Bolzano). Limage d’'une partie connexe par une
application continue est connexe

Proposition 1.4.36. — La réunion de parties connexes d’intersection non vide
est connexe.
— Si C c X est connexe, alors l'adhérence C est elle aussi connexe.
— Laréunion des parties connexes auxquelles un point x € X appartient est un
ensemble connexe qu'on appelle la composante connexe de x.

Evidemment la composante connexe de x est]’ensemble connexe contenant x
maximal par rapport a I'inclusion.

Définition 1.4.37. Un espace topologique X est localement connexe si pour toute
ouvert U c X et tout x € U il existe un voisinage connexe N, de x contenu dans
U.

Lexemple classique d’espace connexe et non localement connexe est
X={xy) eR*|y=00uxeQ}.

Définition 1.4.38. Un espace topologique X est connexe par arcs si tout couple de
points x, y € X peuvent étre joint par un arc; cela signifie qu’il existe une fonction
continue f: [0,1] — X avec f(0) =xet f(1) =y.

Proposition 1.4.39. Un espace connexe par arcs est connexe.

1.4.5 Compacité dans les espaces métriques

Définition 1.4.40. Une suite de Cauchy d'un espace métrique (X, d) est une suite (x,)
telle que limy, ;,, d(xp, X ) = 0.

De l'inégalité triangulaire on a

Proposition 1.4.41. Une suite convergente d’'un espace métrique est une suite de
Cauchy.

Définition 1.4.42. Un espace métrique est dit complet si toute suite de Cauchy
de I'espace converge vers une limite.

Définition 1.4.43. Une partie bornée d’'un espace métrique est une partie de dia-
metre fini, ou, ce qui revient au méme, contenue dans une boule fermée de rayon
fini. On dit que une partie A ¢ X d’'un espace métrique est totalement bornée si
pour tout € > 0 on peut recouvrir A par un nombre fini de boule de rayon € > 0.
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Lexemple classique d’'une partie bornée que n’est pas totalement bornée est
le sous-ensemble E de L2([0,1]; C) formé par les fonctions e, (x) = exp2ninx;la
métrique ici est celle définie par la norme || f| = (f[o 1 |f|2)’1/2. Les fonctions e,

appartiennent a la boule unité fermée et sont a distance v/2 'une de I'autre ; donc
une recouvrement de E par des boules ouvertes de rayon v/2/2 doit étre force-
ment infini, car chaque boule peut contenir au plus une des fonctions e;,.

Théoréme 1.4.44. Soit (X,d) un espace métrique complet. Une partie A c X est
compacte si et seulement si elle est fermée et totalement bornée.

Théoreme 1.4.45. Soit V une espace vectoriel normé de dimension finie. Une par-
tie Ac V est totalement bornée si et seulement si elle est bornée.

Définition 1.4.46. Un espace topologique (X, T) est métrisable s’il existe une dis-
tance d sur X telle que la topologie induite par d coincide avec 7.

Théoreme 1.4.47. Un espace localement compact et séparé est a base dénom-
brable si et seulement s'il est métrisable et dénombrable a l'infini.

Théoréme 1.4.48. Un espace métrique compact (X, d) est connexe si et seulement
si pour tout x,y € X et pour tout € > 0 il existe une suite finie de points xo =
X, X1, Xpy Xpe1 = Y avec d(xi, Xj4+1) <€ (i=0,...,n).

1.4.6 Filtres, d’apreés Bourbaki

Définition 1.4.49. Un filtre sur un ensemble X est une famille & de parties de X
telle que

l.op¢gFetXeF.
2.SiAe FetBe % alors AnNBe &.
3.SiAe FetB2AalorsBe #.

La condition 2. ci dessus implique que un filtre est stable par intersection finie.
Lexemple usuel de filtre est le filtre engendrée par un sous-ensemble non vide
deAcX:
FA)={BS X|B=2A}.
D’autres exemples :

1. Dans un espace topologique X la famille 7; de voisinages d'un point x € X
est un filtre.

2. Si (x;,) est une suite dans X la famille
F={Ac X |IAngeN:Vn=ngy x, € A} (1.4)

est un filtre sur X. (Cet exemple se généralise facilement aux suites géné-
ralisées de Moore-Smith).
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Définition 1.4.50. On dit que le filtre & est plus fine que le filtre ¢, ou que &
raffine ¢, si & 2 %. Dans ce cas on écrit & = 4.

Exemple 1.4.51. Le filtre & = {X} est moins fine que tous les filtres sur I'en-
semble X.

Exemple 1.4.52. Un ensemble A est ouvert dans un espace topologique X si et
seulement si pour tout x € A le filtre des voisinages 75 est plus fine que le filtre
Z (A) engendré par A.

Si (Z;)ier est une famille non vide de filtres sur ’ensemble X, 'intersection
NierZi est un filtre. Ce filtre est la borne inférieure de ’ensemble de filtres %;,
(i € I). On le note A ;e Fi.

Proposition 1.4.53. Soit .¥ une famille de sous-ensembles de 'ensemble X. 1l
existe un filtre & contentant & si et seulement si pour toute sous-famille finie
{A1,..., Ay} de F lintersection A1 N---N Ay, est non vide.

Preuve. La condition est évidemment nécessaire car un filtre est stable par inter-
section finie et I'ensemble vide ne peut pas appartenir a un filtre. Soit .’ la fa-
mille formée par les intersection finies de membres de # (en particulier &#' 2 ).
On pose

F(#):={AcX|3Be ¥ A2 B}.

Il est immédiat de vérifier que & () est un filtre contenant .. O

Définition 1.4.54. Soit (&;);c; une famille de filtres sur un ensemble X. On dit
que les filtres de cette famille sont compatibles si pour tout sous-ensemble fini
{F1,..., Fy} €U;je; &; lintersection Fy N ---N F, est non vide.

Exemple 1.4.55. Un sous-ensemble C d'un espace topologique X est fermé si et
seulement si pour tout x € C le filtre 7, des voisinages de x est compatible avec
le filtre & (C) engendré par 'ensemble C. Cela traduit ’assertion que F est fermé
si et seulement si pour tout x € C et tout voisinage V de x l'intersection V N C est
non vide.

De la Proposition 1.4.53 on dérive immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 1.4.56. Soit (¥;),c1 une famille de filtres sur un ensemble X. Il existe un
filtre & plus fine de tous les filtres de la famille (%;) c1 si est seulement si les filtres
de cette famille sont compatibles. Dans on pose

ie\/lff,- =9(16U19,)

Alors\ jc; Fi < F. est la borne supérieure de l'ensemble de filtres &; (i € I).

Corollaire 1.4.57. La relation de finesse < sur l'ensemble de filtres sur l'ensemble
X est inductive : Toute chaine admet un majorant.
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Preuve. Si la famille (%;);e; est ordonnée totalement par la relation de finesse
pour tout sous-ensemble fini {Fy, ..., F,} €U;e; & il existe j € [ telque {Fy,..., Fy} <
Zj. Donc l'intersection Fy N ---N Fy est non vide. En conclusion, la famille est
compatible et \/;c; &; est un majorant de tout &%;. O

Définition 1.4.58. Un ultrafiltre sur 'ensemble X est un filtre sur X maximal
pour la relation de finesse.

Exemple 1.4.59 (Ultrafiltres triviaux). Pour tout élément x de 'ensemble X le
filtre dur X défini par
Uy={ASX|x€ A}

est un ultrafiltre. Ces ultrafiltres sont dit triviaux.

Proposition 1.4.60. Pour tout filtre & sur l'ensemble X, il existe un ultrafiltre U
telque & <U.

Preuve. Par le corollaire 1.4.57 on peut appliquer le lemme de Zorn a I'’ensemble
des filtres sur X. On obtiens ainsi un ultrafiltre majorant . 0O

Proposition 1.4.61. Soit % un ultrafiltre sur I'ensemble X. Si A et B sont des par-
ties de X telles que AU B € %, alors soit A€ % soit Be .

Preuve. Supposons que AUB € % et que A ¢ % .1l est facile de voir que la famille
F ={Cc X | AuC € %} estun filtre sur X. Ce filtre est plus fine que % . Puisque %
est un ultrafiltre on a & = %, ce qui implique Be %. O

Par récurrence on obtient

Corollaire 1.4.62. Soit% un ultrafiltre sur 'ensemble X. Si Ay, Ay, ..., Ay sont des
parties de X telles que Ay U Ay U---U Ay € %, alors une des parties A; appartient a
B .

Théoreme 1.4.63. Un filtre & sur I'ensemble X est un ultrafiltre si et seulement si
pour tout partienon vide AC X onasoit Ac F soit X\ Ae F.

Preuve. Si & est un ultrafiltre et A € X est une partie non vide, par la proposi-
tion 1.4.61 une et seulement une des parties A et X \ A est un membre de &,

Supposons que & est un filtre sur 'ensemble X tel que pour tout partie non
vide A< X onasoit A€ & soit X\ A € &. Soit % un ultrafiltre contentant & . Alors
soit A€ % soit X\ A€ % .Si A€ alors X\ A¢ % etin particulier X\ A /n%, Par
hypothese cela implique que Ain%.Donc% < %. 0O

Proposition 1.4.64. Un filtre sur X est Uintersection de tous les ultrafiltres le conte-
nant.

Preuve. Soit U(%) la collection des ultrafiltres contenant le filtre & . Evidemment
ona
F=< N %
UeU(F)
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Supposons que A < X soit une partie non vide telle que A ¢ &. On pose A’ = X\ A.
Soit F € &.Puisqueona F £ A, FnA' # @, ce qui implique que le filtre & et % (A')
sont compatibles. Le filtre & v & (A’) est contenu dans un filtre maximal %. Du
fait que A’ € % on tire que A ¢ % (Théoréme 1.4.63). Donc A¢ Agycy(r)%. O

1.4.6.1 Convergence des filtres dans les espaces topologiques

Définition 1.4.65. On dit que un filtre % sur un espace topologique X converge
vers x € X, et on écrit x =lim %, si & est plus fine du filtre des voisinages 7 :

x=lm¥ — 7, <Z.

Cette définition généralise la notion de convergence comme le montrel’exemple
suivant :

Exemple 1.4.66. Si & est le filtre défini par une suite (x,) (cf. eq. (1.4) alors x =
lim % si et seulement si x = lim x;,.

Définition 1.4.67. On dit que x € X est une valeur d’'adhérence d'un filtre & sur
un espace topologique X si le filtre & est compatible avec le filtre des voisinages
Vs : pour tout F € & et tout voisinage V de x'ona VN F # @.

Remarque 1.4.68. Donc x € X est une valeur d'adhérence d’un filtre & si et seule-
ment si pour tout Fe # onaxeF.

Proposition 1.4.69. Si % est un ultrafiltre sur l'espace topologique X et x € X est
une valeur d'adhérence de % alors x =1im%.

Preuve. Puisque 7y et % sont compatibles le filtre 7, v % est bien défini et ma-
jore % . Mais % est maximal. Donc ¥ v % =% ce qui implique 7, <%. 0O

Théoréme 1.4.70. Soit X un espace topologique. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. X est un espace compact.
2. tout filtre sur X admet une valeur d'adhérence.

3. tout ultrafiltre dans X converge.

Preuve. 1. = 2. Supposons que X est compact. Alors pour toute famille d’en-
sembles fermés (F;);c; ayant la propreté d’intersection finie® on a Nje; F;i #
@. Soit & un filtre sur X. Pour tout sous-ensemble fini {F,...,F} € & on a
Fin---nFy # @ et a fortiori F; n---N Fy # ¢. La famille d’ensembles fermés
{F | F € #} a donc la propreté de I'intersection finie. Donc il existe x € Npeg F.
Par la remarque 1.4.68, le point x est une valeur d’adhérence du filtre & .

8. On dit que une famille (F;);er ala propreté de I'intersection finie si pour tout sous-famille
finie {F;,,..., F;,} intersection F; n---N F;,_estnon vide.
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2. = 3. Un ultrafiltre qui admet une valeur d’adhérence converge vers cette
valeur.

3. = 1. Supposons que tout ultrafiltre dans X converge et soit # = (Fj)je;s
une famille d’ensembles fermés ayant la propreté d’intersection finie. Par la Pro-
position 1.4.53 il existe un filtre & contenant la famille .# et par la Proposi-
tion 1.4.60 un ultrafiltre % plus fine que &. Soit x = lim%. Pour tout V € 7 et
pour tout U € %,ona VNnU # @ car ¥y < % . En particulier pour tout V € 7; et
pour tout F; € #,ona VNF; #@. Celaimplique que x € F; = F; pour tout F; € ..
DoncxeNierFi#®. 0O

1.4.6.2 Image directe des filtres

Définition 1.4.71. Soit f: X — Y et soit & un filtre sur X, On pose
fF={AcY|f YY) eF}.

Il est immédiat de vérifier que f..% est un filtre sur Y qu’'on appelle I'image di-
recte du filtre & par f.

Lemme 1.4.72. L"image directe d’'un ultrafiltre par une application est un ultra-
filtre.

Preuve. Soit f: X — Y une application et soit %/ un ultrafiltre sur X. Soit AC Y.
Soit f~1(A) € % soit f~1 (Y \ A) = X\ f~1(A) € %, par le Théoréme 1.4.63. Donc
soit A€ f,% soit Y \ A€ f,% . Par ce méme théoreme f,% est un ultrafiltre. O

Lemme 1.4.73. Soient f: X — Y une application continue entre espaces topolo-
gique et & un filtre sur X qui converge vers x € X. Alors le filtre f.F image directe
converge vers f(x).

Preuve. Soit A€ ¥ (y). Puisque f est continue f ~1(A) est un voisinage de x; autre-
ment dit £~ (A) € 7, < &. Par définition cela signifie A € f..% . Donc Vi = [+ .
]

1.4.6.3 Filtres dans les produits et le Théoreme de Tykhonov

Théoréme 1.4.74. Soient (X;) ;e des espaces topologiquesetp; :[l;e; Xi — X, j €
I, les projections canoniques définies sur le produit topologique de ces espaces. Soit
F un filtre sur [1;e; X;. Le filtre & converge dans [1;c; X; si et seulement si pour
touti €I lefiltre (p;)«F converge dans X;.

Preuve. Puisque les projections canoniques sont continue, le lemme précédent
montre que la condition est nécessaire. Supposons donc que pour tout i € I le
filtre (p;)«% converge dans X; vers x; € X;. Par définition cela signifie que 7}, <
(pi)«ZF, ou bien que pour tout V; voisinage de x; ona p; (Vi) € &.
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On pose x = (x;)jes € [1;e7 Xi. Pour tout voisinage V de x dans [];<; X; il existe
{i1,..., i} < I et voisinages V; de Xi dans Xij, j=1,...,k telque

Vapln--np (V) e Z.
Donc7,€%. 0O

Théoréme 1.4.75 (Théoréme de Tykhonov). Le produit topologique d’espaces com-
pact est compact.

Preuve. Soit % un ultrafiltre sur X = [];c; Xj, ol (X;);es est une famille d’espaces
topologiques compact. Notons p; : X — X;j, i € I, les projections canoniques. On
a alors que (p;)«% est un ultrafiltre dans X; (lemme 1.4.72). Par la compacité
de X; et le Théoreme 1.4.70 l'ultrafiltre (p;).% converge vers x; € X. Cela étant
vrai pour out i € I, l'ultrafiltre % converge dans X, par le Théoréme précédent.
Encore par le Théoréeme 1.4.70 on conclut que X est compact. O



Chapitre 2
Relevements

2.1 Homotopies, Chemins

Définition 2.1.1. Deux application continues fy, fi: X — Y entre espace topo-
logiques sont dites homotopes s’il existe une application continue F: (x,?) €
X x[0,1] — F¢(x) € Y satisfaisant Fy = f; et F; = fi. Lapplication F est dite alors
une homotopie de f, vers fj.

Exemple 2.1.2. Toute application d'un espace topologique X dans R” est homo-
tope a I'application constante f; définie par fy(x) = 0 pour tout x € X. En ef-
fet il est immédiat de vérifier que si fi: X — R” est application continue alors
F;(x) = tf1(x) est une homotopie de f; vers fj.

11 est facile de voir que la relation d’homotopie entre applications continues
de X vers Y est une relation d’équivalence.

Définition 2.1.3. Un arc ou chemin dans un espace topologique X est une ap-
plication continue a: [0,1] — X. Les points a(0) et a(1) sont dits les extrémités
de l'arc a. Deux points x et y dans X sont joignables par un arc s'il existe un arc
ayant ces deux points pour extrémités. Un arc tel que a(0) = (1) = x est dit un
lacet basé en x.

Lensemble des chemins forme un “groupoide” : le chemin inverse d'un chemin
a: [0,1] — X est défini par a 1) := a(1-1); si a est un chemin allant de x a yet
B est un chemin allant de y a z on définit le chemin composé a + f allant de x a z
par la formule

a(2y), te[0/1/2]

1) = .
P {ﬁ(zr—l), tell/2,1]

Donc la composition de deux chemins n’est possible que si le deuxiéme chemin
“parts” la ol1 le premier chemin “se termine”. Il est clair que :
— Le chemin inverse d'un lacet basé en x € X est un lacet (basé en x) ;
— La composition de deux lacets basés en x € X est possible est elle est aussi
un lacet basé en x.

33
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Définition 2.1.4. On dit que deux chemins ay, @;: [0,1] — X sont homotopes da
extrémités fixées (ou bout fixés) s’il existe une homotopie F: (s, £) € [0,1] x [0,1] —
F;(s) € X de ag vers a; telle que, pour tout ¢ € [0,1],'on a F;(0) = @ (0) = a1 (0) et
Fr(1)=ap(1) =a1(1).

Une chemin f§ est un reparamétrage du chemin « s'il existe un application conti-
nue et croissant ¢ de l'intervalle [0, 1] sur lui-méme tel que B(s) = a(¢(s)), pour
tout ¢ € [0,1]. Si le chemin f est un reparamétrage du chemin « alors ces che-
mins sont homotopes a extrémités fixées : si B(s) = a(p(s)) il suffit de poser
Fi(s) = a((1 - 1)s+ tp(s)).

La définition de composition de chemins n’est pas associative : en général
(a* B) *y # a=* (B *7); toutefois ces deux chemins sont I'un le reparamétrage
de l'autre est sont donc homotopes. Dans la suite, nous écrirons a * § * y lorsque
le paramétrage du chemin (a * ) * y est sans importance, par exemple lorsque
on s'intéressera a la classe d’homotopie de ce chemin.

Notation. On note [a] la classe d’homotopie a extrémités fixées du chemin a: [0,1] —
X.

2.1.1 Le groupe fondamentale

Définition 2.1.5. Un espace topologique pointé est un couple (X, xo) formé d’'un
espace topologique X et d'un point xp € X.

Définition 2.1.6. Lespace des lacets de l'espace pointé (X, xp) est, par définition,
I’ensemble I'(X, x) des lacets basés en xy de X.

Proposition 2.1.7. Les classes d’homotopie a extrémités fixées des lacets de l'espace
pointé (X, xy) forment un groupe pour l'opération

[al[B] = [a = pl.

Pour cette opération l'élément neutre est la classe d’homotopie a extrémités fixées
du lacet trivial I, défini par 1,(s) = xo pour tout s € [0,1]. Linverse de la classe

d’un lacet « est la classe du lacet inverse a™".

Preuve. D’abord il faut montrer que 1'opération est bien définie. Si F et G sont
des homotopie a bouts fixés respectivement de @ vers a; et de By vers f1, on
vérifie que 'application

F:(2s) s€[0,1/2]
H(s) =
G:(2s—1) se[l1/2,1]

est continue et qu’elle est une homotopie a bouts fixés de @ * B vers a; * f;.
On note Iy, le chemin trivial I, (s) = xp pour tout s € [0,1]. Si @ € I'(X, x¢) alors
le lacet @ * a~! est homotope a extrémités fixées a I, . Il suffit de poser
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a2ts) r€0,1/2]
Fi(s)=4 ;

al1-2t1-5) te[l/2,1]
et vérifier que I'application F est une homotopie a extrémités fixées de I, vers
a * a~'. Ceci étant vrai pour tout lacet @ on a aussi que le lacet a™! + a = a~!
(@ Hlest homotope a extrémités fixées au lacet I,,. De plus les lacets a * I, et
I, * a sont des reparamétrages du lacet @ et donc homotopes a extrémités fixés
au lacet a. Donc si on a pour tout & € I'(X, xq)

*

(L) @] = [@] [I,] = [a] et [alla”']=[a " "[a] = (L]

Lassociativité du produit découle de I'observation précédente que les lacets (a *
B) xy et ax (B *vy) sontl'un le reparamétrage de 'autre est sont donc homotopes
a extrémités fixées.

Définition 2.1.8. Le groupe fondamentale de l'espace pointé (X, xp) est le groupe
des classes d’homotopie a extrémités fixées des lacets de I'espace pointé (X, xp).
On note ce groupe 71 (X, xp).

Proposition 2.1.9. Soit X un espace topologique connexe par arcs. Alors pour tout
x ety dans X et pour tout cheminy joignant x a y l'application

Cy:ael(X,y)— (y*a)xy 'el(X,x)
induit, par passage au quotient, un isomorphisme de (X, y) surm; (X, x).

Pour un espaces connexe par arcs X on utilise souvent I'expression “le groupe
fondamentale de X’’; par cela il faut entendre la classe d’isomorphisme du
groupe 71 (X, Xp), pour un quelconque point xp € X.

Théoréme 2.1.10. Le groupe fondamentale de R" est trivial.

Preuve. On a vu dans I'exemple 2.1.2 que tout lacet basé en 0 est homotope (a
bouts fixés) au lacet trivial . O

Si f: X — Y estune application continue et xp est un point de I'espace X 1'ap-
plication
aeT(X,x) — foaeT (Y, f(x) 2.1)

induit un homomorphisme de groupes
fetlal e m(X, x0) — [foal e mi (Y, f(x0))

En effet pour toute homotopie a bouts fixés H d'un lacet a vers le lacet constant
I, I'application composée f o H est une homotopie a bouts fixés du lacet foa
vers le lacet constant f o Iy, = If(y,). Donc I'application (2.1) passe au quotient
par larelation d’équivalence d’homotopie a bouts fixés et 'application f. est bien
définie. Qu’elle soit un homomophisme découle dul'identité fo(a* ) = (foa) *
(f o B) par passage au quotient.
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Définition 2.1.11. Le groupe fondamentale d'un espace X connexe par arcs, noté
m1(X), est la classe d'isomorphisme du groupe 71 (X, x), ou x est un point quel-
conque de X.

2.2 Relévements

2.2.1 Espaces localement connexes par arcs

Définition 2.2.1. Un espace topologique est dit localement connexe par arcs si
tout voisinage U d'un point x de I'espace contient un voisinage ouvert de x
connexe par arcs.

Il est immédiat que dans un espace localement connexe par arcs les voisinages
ouvert connexes (par arcs) forment une base pour la topologie.

Exemple 2.2.2. Soit X les sous ensemble de R? réunion de 'axe des ordonnées
et de toutes les droites horizontales d’ordonnée rationnelle. Cet ensemble est
connexe par arcs (et donc connexe) mais n’est pas localement connexe par arcs.

Des exemples importants d’espaces localement connexe par arcs sont les va-
riétés topologiques :

Définition 2.2.3. Un espace topologique séparé est une variété topologique de di-
mension n si tout point posséde un voisinage homéomorphe a une boule ouverte
de R™. Pour n = 2 on parle de surface topologique.

Proposition 2.2.4. Les composantes connexes d’un espace localement connexe par
arcs coincident avec les composantes connexes de l'espace.

Preuve. 11 suffit de démontrer que I'ensemble C, des points joignable a x par un
arc est a la fois ouvert et fermé. O

Corollaire 2.2.5. Un espace localement connexe par arcs est connexe si et seule-
ment s'il est connexe par arcs.

2.2.2 Définition de revétement

Définition 2.2.6. Une application continue p : E — B est dite un revétement si B
est un espace localement connexe par arcs et connexe et si la condition suivante
est satisfaite : pour tout point b € B il existe un voisinage ouvert U de b tel que
— l'image réciproque p~!(U) de l'ouvert U est une union disjointe d’ou-
verts Uj, i € 1.
— pour tout i € I la restriction de p a U; est un homéomorphisme de U; sur
U.
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Pour x € p~}(U) soit i(x) € I I'unique

@, indice tel que x € Uj(y) et munissons I'en-
semble des indices I de la topologie dis-

@ crete. Lapplication ¢: p~'(U) — U x I

£ @ définie par ¢(x) = (p(x),i(x)) est alors

@’ un homéomorphisme dont l'inverse est

oL, i) = (p|Ut.)_1(b’). Nous avons alors

@’ le diagramme commutatif suivant d’ap-
lp plication continues :

p~ L) — L UxI

PO

Fig. 2.1 Revétement. U c B est un ouvert avec qv',i)="0'.

trivialisant. La pré-image p~' (U) consiste Réciproquement si B est un espace lo-

d'ouverts disjoints U;. calement connexe par arcs et connexe et
p: E — B une application continue telle

que pour tout point b € B il existe un voisinage ouvert U, un espace discret I et

un homéomorphisme ¢ de p~! (U) sur U x I tel que le diagramme (2.2) commute,

alors I'application p est un relevement. p(¢p(b', i)) = b’ pour tout (b',i) e U x I

Terminologie. Si p : E — B est un revétement, I’espace E est dit I'espace totale
du revétement, I'espace B la base du revétement, I'application p la projection, les
voisinages ouverts U c B satisfaisants la définition sont dits ouverts trivialisants,
et les U; les feuillets de p‘l(U), ou les feuillets au dessus de U. Si le nombre de
feuillets au dessus d’'un ouvert trivialisant ! est égal a k on dira qu’il s’agit d'un
revétement a k feuillets. Finalement pour tout b € B 'ensemble p~! ({b}) est dit la
fibre au dessus de b.

Exemple 2.2.7.

1. Si F est un espace muni de la topologie discrete et B un espace localement
connexe par arcs et connexe la projection p: B x F — B est un revétement
de fibre F pour tout b € B. Ici pour ouvert trivialisant on peut prendre B
tout entier. On parle dans ce cas de revétement trivial. Lespace totale dans
ce cas n'est pas connexe.

2. Lapplication p: R — R/Z, définie par p(t) = t + Z, est un revétement. Un
ouvert trivialisant de t+Z estl'ouvert U = {s+Z |dne Z t.q. |s—t—n| < 1/2}.

3. Soit E = {(z,w) e C* xC* | w = 2%} et p: (z,w) € E — z € C*. Lapplication
p est un revétement a deuc feuillets au dessus de C*, car pour tout z € C*
il existe exactement deux nombres complexes w tels que w? = z. Un voisi-
nage trivialisant de zg € C* est le disque {z € C* | |z — zg| < 29|} (Exercice!).

1. On verra plus loin que le cardinal des feuillets au dessus d’'un ouvert trivialisant est
constant.
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Proposition 2.2.8. Un revétement p : E — B est une application ouverte et sur-
Jjective. Tout ouvert de la base B contenu dans un ouvert trivialisant et un ouvert
trivialisant. Les feuillets au dessus d’'un ouvert connexe trivialisant U sont donc
connexes par arcs. Par conséquent l'espace totale E est localement connexe par arcs
et les feuillets au dessus des ouvert connexes trivialisants de B forment une base de
la topologie de E.

Preuve. Puisque tout b € B appartient a on a un ouvert trivialisant U et p(p~ ! (U)) =
U, tout b € B est dans 'image de p.

Si e € E appartient a un ouvert O, soit U voisinage ouvert trivialisant de
b = p(e). 1l existe un feuillet ouvert U; au dessus de U tel que e € U;. Linter-
section On U; est donc un voisinage ouvert de e; comme p restreinte a U; est
un homéomorphisme sur U, 'image p(O n U;) est un voisinage ouvert de b. Cela
montre que p est ouverte.

Enfin comme tout ouvert de B contenu dans un ouvert trivialisant est un ou-
vert trivialisant, les ouvert trivialisants de B forment une base de la topologie de
B; par conséquent les feuillets aux dessus de ces voisinages forment une base de
la topologie. Puisque ils sont homéomorphes a leur projections, tout voisinage
ouvert d'un point sur un feuillet contient un voisinage connexe par arcs. O

Pour la suite il sera utile d’établir les conventions suivantes :

Définition 2.2.9. Une application continue de l'espace pointé (X, xy) dans l'espace
pointé (Y, yp) est une application continue f: X — Y telle que f(xg) = yo; on uti-
lisera la notation f: (X, x9) — (Y, yp) pour indiquer que f est une telle applica-
tion.

Par conséquent, un revétement d'espaces pointés p: (E, eg) — (B, by) est un re-
vétement p: E — B tel que p(ey) = by.

Notation. Dorénavant on supposera toujours que I’espace totale d'un revétement
est connexe (et donc localement connexe par arcs et connexe par arcs).

2.2.3 Reléevements des applications

Dans cette section nous nous posons le probléme suivant : étant donné un un
revétement p : E — B et une application continue f d'un espace topologique Y
dans la base B du revétement existe-t-il une application continue F: Y — E sa-
tisfaisant po F = f 2 c’est-a-dire telle que le diagramme suivant soit commutatif?

A
F . lp 2.3)
B

La fleche pointillée, indique que I'existence (et 'unicité) de F est un probleme.
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Plus généralement, étant donné un un revétement p : (E, eg) — (B, bg) et une
application continue f: (Y, y9) — (B, bp), nous pouvons nous poser la question
d’existence et unicité d'une fonction F : (Y, yy) — (E, eg) telle que le diagramme
suivant soit commutatif

(E, e)
Rt
E l,, 2.4)
(Y, y0) L+ (B, bo)

Définition 2.2.10. Soit p : E — B un revétement et f : Y — B une application
continue. Un relévement de f est une application continue F: Y — E telle que
poF = f.Demémesip: (E,ey) — (B, by) estunrevétement et f: (Y, yy) — (B, by)
une application continue un relevement de f est une application continue F :
(Y, y0) — (E,ep) telleque po F = f.

Remarquons que sil'image de f est contenue dans un voisinage trivialisant U
la solution du probleme de relevement (2.3) ou (2.4) est banale. En effet soit U;
un feuillet de E au dessus de U (respectivement le feuillet de E au dessus de U
auquel le point ey appartient) ; alors la fonction F = (pjy,) ! o f satisfait po F = f
(respectivement satisfait po F = f et F(yo) = ep) et elle est donc une solution du
probléme (2.3) (respectivement du probleme (2.4)). De plus si Y est une espace
connexe cette solution est unique : en effet, si 'image de f est contenue dans un
voisinage trivialisant U, I'image de F est contenue dans p~!(U); donc les pré-
images F~!(U;) des feuillets au dessus de U sont ouvertes est fermées a la fois et,
par la connexité de Y, soit vides soit Y tout entier.

En effet le probléme de l'unicité du relevement a une solution facile :

Théoréeme 2.2.11 (Unicité du relevement). Soit p : E — B un revétement, Y un
espace connexeet f : Y — B une application continue. Si deux relevements F; et F,
de f coincident en un point yy € Y alors ils sont égaux.

Preuve. 1l suffit de montrer que 'ensemble Z = {y € Y | F1(y) = F2(y)} est ouvert
et fermé a la fois. Puisque Z # @ (car yp € Z) et Y est connexe, le théoréme sera
démontré.

Pour tout y € Y, soit U un ouvert trivialisant voisinage de f(y). Soit p‘l(U)
I'union disjointe des feuillets Uj, i € I. Soit h: p’l(U) — I la fonction définie par
h(z) =i si z € Uj. La fonction h est continue a valeurs dans un espace discret;
par conséquent il en est de méme des fonctions ho F;: f~}(U) — I. Or, pour tout
y' € f~1(U), ona F,(y)) = F>(y) si et seulement si h(F; (")) = h(F2(y"). Donc, si
F,(y) = F»(y) alors il existe i € I tel que y appartient a 'ouvert (ho F))~1({ihn
(hoF)~1({i).Si Fy (y) # F>(y) alors il existe i, j € I tel que y appartient a I'ouvert
(hoF)) Y({iHNn(hoFy)™! ({j}- En conclusion 'ensemble Z et son complémentaire
sont ouverts. O

Pour ce qui regarde I'existence du relevement, le cas ot 'espace de départ Y
est un intervalle est fondamentale pour tout ce qui suit; le théoréme nous donne
une solution complete.
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Théoréme 2.2.12 (Relévement des chemins). Soit p: (E, ey) — (B, by) un revéte-
ment, a: [0,1] — B un chemin tel que a(0) = by. Alors il existe un unique releve-
ment &: [0,1] — E du chemin a satisfaisant &(0) = ey. En diagramme : il existe un
unique chemin & tel que le diagramme suivante commute

(E, eo)

o)

(10,11,0) =% (B, by)

Preuve. Lunicité du relevement découle du Théoreme 2.2.11 précédent.

Soit J 'ensemble des s € [0,1] tels que pour tout r < s il existe un unique
chemin @: ¢ € [0,r] — @&(¢) € E qui reléve le chemin a)p,: [0,7] — B et satis-
fait @(0) = eg. Puisque 0 € J, 'ensemble J est non vide. De plus, par définition la
relation s € J implique que tout r < s appartient a J. Donc J est un intervalle.

Soit tp = sup J. Soient U un ouvert trivialisant voisinage de a (%), € > 0 tel que
a(to—e¢, o +€[n[0,1]) c U.

Par définition de 'ensemble J, il existe r €] fo—¢, fp]N J et un unique relevement
a: tel0,r]— a(t) € E de a),r tel que @(0) = ep. Soit U; le feuillet au dessus de
U auquel @(r) appartient. Alors le chemin @: [0, ¢y +¢] — E défini par &(t) = a@(t)
pour ¢ < r et @(#) = (py,) " (@ (1)) pour t € [r, to+€]N[0, 1] est 'unique relevement
continu du chemin ag, 4, +¢)nj0,1] €t satisfait &(0) = ep. Si fp < 1 on a une contra-
diction; on a donc pour f =1 et on a montré que / = [0,1]. O

La proposition suivante nous dit que si deux application d’'un connexe Y dans
la base d'un revétement sont homotopes et si une de ces application admets un
relevement, alors I'autre application se releve aussi; en effet toute '’homotopie se
releve!

Théoréme 2.2.13 (Reléevement des homotopies). Soient p: E — B un revéte-
ment, Y un espace connexe et h: (y,t) € Y x [0,1] — h(y,t) € B une homotopie
de l'application continue fy: Y — B vers l'application continue f,: Y — B. Soit
Fy: Y — E un reléevement de fj.

Alors il existe un unique homotopie H: (y,t) € Y x [0,1] — H(y, t) € E qui re-
léve h et telle que H(-,0) = Fy. En particulier 'application H(-,1) : Y — E est un
relevement de f.

De plus si pour un certain y € Y ona h(y, t) = fo(y) = fi(y) pour tout t € [0,1]
alors H(y, t) = Fy(y) pour tout t € [0, 1].

Le diagramme commutatif suivant illustre le probléme :
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Jo) :=(10), hojo=fo

Preuve. Pour tout y € Y fixé, l'application hY : t € [0,1] — h(y,t) est un che-
min continu, allant du point h7(0) = h(y,0) = fo(y) au point hY(1) = h(y,1) =
f1(y). Puisque Fj releve fy nous avons p(Fy(y)) = fo(y). Par le Théoréeme 2.2.12
précédent, il existe un unique chemin HY: [0,1] — E qui reléve hY et satisfait
p(HY(0)) = h?(0), c’est-a dire tel que p(HY(0)) = fo(y). On pose alors H(y,t) =
HY(t) pour tout (y,1) € Y x [0,1]. Il est immédiat que I'application H ainsi défi-
nie reléve ’homotopie h. Son unicité découle de I'unicité du relevement HY du
chemin hY. 1l est aussi clair que H satisfait la derniere affirmation du théoreme.
Il reste a montrer la continuité de I'application H.

Fixons y € Y. Puisque h est continue pour tout ¢ € [0,1] il existe un un voi-
sinage ouvert V),; de y et un voisinage ouvert W,,; de ¢ tels que h(Vy,; x Wy, ;)
soit contenu dans un voisinage ouvert Uy, ; < B trivialisant de h(y, r). La famille
(Wj,1)tef0,1) est un recouvrement ouvert de 'intervalle [0,1]; par conséquent il
existe 11 < I < --- < I, tels que les ouverts W), ;; recouvrent [0, 1]. On pose alors
Vy = ni_,Vyy;; Pouvert V est un voisinage ouvert de y. Les ouverts V x Wy, ,,
forment un recouvrement de V x [0,1], tel que h(V x Wy,1,) soit contenu dans
ouvert trivialisant U; c B.

Soit #p la borne supérieure de 'ensemble

J:={t€[0,1] | H est continue sur V x [0, t]}.

Lensemble J est un intervalle non-vide car 0 € J. En argumentant comme dans
la preuve du Théoréme 2.2.12 précédent on démontre que J =[0,1]. O

Une conséquence immeédiate de ce théoréme est la suivante.

Corollaire 2.2.14. Soient p: E — B un revétement, ay,®;: (0,11 — B deux che-
mins homotopes a extrémités fixées. Soient &g, &, deux chemins dans E, releve-
ments respectivement de a et a1, ayant un méme point de départ @((0) = &, (0) €
p’l({a(O)}). Alors @y et &, sont homotopes a extrémités fixées. En particulier les
chemins &g et & ont le méme point d’'arrivée, c’est-a-dire @o(1) = a@;(1).

Preuve. Par le Théoreme 2.2.15 précédent, une homotopie a extrémités fixées h
de ag vers a; se releve a une homotopie H a extrémités fixées de @, vers un re-
levement ,B de a;. Puisque 5(0) = @((0) = @;(0) par 'unicité des relevements de
chemins, on a ,3 =@;. O

Théoreme 2.2.15. Soit p: (E,eg) — (B, by) un revétement. Lhomomorphisme de
groupes
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p«: w1(E, ep) — m1(B, by)
est injectif.

Preuve. Soit a € I'(E, ep) un lacet. Rappelons que p. (a]) estla classe homotopie a
extremités fixée du lacet po a € I'(B, by). Supposons que [a] € ker p., c’est-a-dire
que [poa] est]’élément neutre de du groupe 7 (B, by). Le lacet po a est donc ho-
motope au lacet trivial I;;, par une homotopie a extemités fixées de po a vers Ij,.
Par le Corollaire 2.2.14 précédent, cette homotopie se reléve en une homotopie
dulacet a vers le lacet trivial I,,. En conclusion [a] = [I,]. O

Ce théoréeme nous dit que nous dit que le sous-groupe p. (1 (E, ep)) de 71 (B, by),
image de 7 (E, eg) par I'application p., est isomorphe a m; (E, ep).
Supposons maintenant que p: (E,ep) —
(B,bp) soit un revétement et que E soit
connexe (et donc connexe par arcs). Pour tout
ee p‘1 ({bo}) soit a, un chemin allantde ey a e.

e
Le chemin 8, = poa, est alors unlacet basé en 2 (e
by. ¢ N

Prenons un autre chemin a/, allant de ey .
a e et posons f, = poal,. Le chemin a,a;!
est alors un lacet basé en ey et par consé-
quent [B,1[Be]7! € p.(m1(E, ep)). Notons H =
pa (11 (E, e0). lp
La relation [,B;] [ﬁe]_1 € H équivaut a dire
H(B,] = H[B,]. On a donc montré que les ol )
classes a droite suivant le sous-groupe H des P e
éléments [B,] et [B] de 71 (B, by) coincident,
c’est a dire ne dépendent pas du choix du che-
min a, allant de ¢ a e.
La proposition suivante compléte cette affirmation

Proposition 2.2.16. Soit E connexe et soit p: (E, eg) — (B, by) un revétement. On
pose H = p..(m1(E, ep)).
Pour tout point e de la fibre p~* ({bo}) soit a, un chemin allant de e a e. Lap-
plication
ee p ' (ibo}) — Hlpoa,l € H\m (B, bo)

quidec p‘1 ({bo}) associe la classe a droite de [p o o] suivant H est bien définie et
elle établit une bijection de la fibre p~ ({bo}) sur H\1(B, by).

En particulier, toutes les fibres p~'(ib}), b € B, du revétement p ont la méme
cardinalité.

Preuve. 1l reste a montrer que cette application est une bijection.

Montrons la surjectivité. Soit § € I'(B, by). Par le Théoreme 2.2.12, il existe un
chemin a dans E quireleve § et satisfait @ (0) = ep. Soit e = @(1). Comme a, * ale
['(E,e), ona [poae] = [po(ae*a*a)l = [po(ae*a NP, ce qui implique
Hlpoa,l=HI[pI].
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Montrons l'injectivité. Soient e, e, € p~1({bo}). Si H[po a,,] = HIpoa,,] il
existe B € I'(E, ep) tel que [poae ] = [pofllpoae,] =[po(B*ae)l, ce que si-
gnifie que le lacets poae, et po (B * a,,) sont homotopes a extremités fixées.
Cette homotopie se releve a une homotopie a extremités fixées entre leurs re-
léevements a,, et f* a,, (remarquons que e = a,, (0) = § * &, (0)). En particulier
e1=ag (1) =PFxae(l)=a,1)=e. O

Exemple 2.2.17. Le groupe fondamentale du cercle est égale a Z comme ensemble.
En effet la fibre du revétement t € R — exp(27it) € S! audessus de 1 € S! est’en-
semble Z. Puisque 7; (R, 0) est le groupe trivial, la Proposition 2.2.16 précédente
établit une bijection de Z sur 71 (S!,1).

Par le méme raisonnement le groupe fondamentale du tore T" = (SH de di-
mension 7 est égal, comme ensemble, a Z" : on utilisera le revétement (ty, ..., t,) €
R" — (exp(2mity),...,exp2mity,)) € T".

Rappelons que pour un espace E connexe par arcs le groupes fondamentales
basés en points distincts sont isomorphes.

Théoreme 2.2.18. Soit p: (E, eg) — (B, by) un revétement. Lapplication
e p~ ({bo}) = p+(m1(E, ©))

est une application surjective de la fibre p~' ({by}) au dessus de by sur 'ensemble
des sous-groupes de (B, by) conjugués a p. (1 (E, ep)).

Preuve. Pour tout e € p‘l({bo}) soit a, un chemin dans E allant de ey a e. Rap-
pelons que I'application a € T(E,e) — a, * a * a,! € T(E, ep) induit un isomor-
phisme de 7 (E, e) sur 71 (E, eg). En projetant dans B cette application on obtient
l'application poa — poa,* poa* poa,'. Mais poa, est un lacet de (B, bp).
En passant aux classes d’homotopie nous avons alors [po a] € p. (m1(E, e)) — [peo
acllpoallpoac]™t € p. (w1 (E, ep) ce qui montre que [poa,] p« (1 (E, e)) [poa.] ™! c
p« (1 (E, e9)). Par symétrie, [po alp.(m1(E,e))[poacl™! = p.(m1(E,ep)), ce qui
montre que les groupes p. (71 (E, e)) sont tous conjuguées.

Soit H un sous-groupe de 7 (B, by) conjugué a p. (1 (E, ep)) ; il existe alors un
lacet B € T'(B, by) tel que H = [ﬁ]’lp* (m1(E, e))[B]. Soit a un relevement de S
satisfaisant a(0) = e et [y] € H. 1 existe alors un lacet a’ € T'(E, ep) tel que [y] =
(Bl Lpoa'l[Bl = [B~ *(poa’)x Bl = [p(a” ' *a'*a)]. Puisque a ' xa’ xa e T(E, e),
nous avons montré que [y] € p. (7 (E, e)), oubien que H c (1 (E,e)). O

2.2.4 Revétements universels

Définition 2.2.19. Un espace topologique est dit simplement connexes'il est con-
nexe par arcs et son groupe fondamentale est triviale. Un revétement p: E — B
est dit un revétement universel sil’espace E est simplement connexe. Par abus de
langage on dit aussi que I'espace E est le revétement universel de B



44 2 Relevements

Exemple 2.2.20. La droite R est le revétement universel du cercle S'. Le plan R?
est le revétement universel du tore T2. La sphére S? est le revétement universel
du plan projectif P(R?).

Définition 2.2.21. Un espace topologique X est dit localement simplement con-
nexe si tout point x € X posséde une base de voisinages ouverts simplement
connexes (en particulier connexe par arcs).

Théoreme 2.2.22. Soit (B, by) un espace connexe et localement connexe par arcs et
localement simplement connexe. Soit H un sous-groupe de (B, by). Alors il existe
un revétement p : (E, eyg) — (B, by), tel que p.(n1(E, ep)) = H.

En particulier, en considérant le cas ot H est trivial, nous avons qu'il existe un
revétement universel de B.

Preuve. Pour b € B soit C(b) I'ensemble des chemins dans B dont le point de
départ est b et pour tout U < B soit C(U, b) 'ensemble des chemins dans U dont
le point de départ est b.

On définit une relation d’équivalence sur 'ensemble C(by) par a ~ f si et
seulement si a(1) = B(1) et [a * ﬁ‘l] € H.Onnote {(a) la classe d’équivalence d'un
chemin a € C(bg). On pose E = C(by)/~ et on définit 'application p: E — B par
p(a)) = a(l).

Puisque B est connexe par arcs l'application p est surjective.

Pour tout (@) € E et pour tout voisinage ouvert simplement connexe U de
a(1) = p({a)) 'ensemble

Way,u={{a*y)|yeCWU,al)}.

est non vide et (a) € Wy y. Cet ensemble est bien défini car si (@) = (a’) on a
a(l) =a'(1) et{a *y) ={a’ =y) pour touty € C(U, a(1)).

Pour tout U; et U, ouverts simplement connexes de B, l'intersection U; N U;
est soit vide, soit un ouvert simplement connexes de B. Montrons que, pour tout
(B) € Wiy, uy N Wiay),t,, 00 a l'inclusion Wegy y,nu, © Wiay),u; N Wia,),u,- Cela
implique que les ensembles W4y iy forment une base d'une topologie.

Or, si(B) € Wiayy, 0, N Wiay), 1, il existe deux chemins y; € C(U;, a;(1)) tels que
(B) = (a1 * Y1) = (a2 * v2), ce qui signifie que y; (1) = y2(1) et que [a; * Y] * ygl *
az‘l] € H. Par conséquent pour touty € C(U; NUz,y1(1)) ona f*y(1) = a; * 7 *
y(1) = azxy2*y(1) = y(1) et [(ay xy1%y) % (@2 xy2%y) "' = [ #y1 %y, x5 ] € H.
Puisquey;*y € C(U;, a;(1)),ona{f+*y) = (a1 *(y1*y)) ={az2*(y2*Y)) € Wiay,u,N
Wia,),u, ce qui démontre que Wigy v, nu, © Wiay, v, N Wiay), U,

Remarquons que p‘1 ({b}) consiste de toutes les classes des chemins a € C(bg)
tels que a(1) = b. Supposons que (@) et (a2) sont deux points de p’l({b}). On a
alors a1 (1) = a2(1) = b. Si {B) € W(q,y,u N Wia,y,u, il existe deux chemins y; et y;
in C(U, b) tels que (B) = (a1 * Y1) = (a2 * Y2) ce qui implique y; (1) = y2(1) = (1)
et [(ay *y1) * (ap * }/2)‘1] € H;lelacety; * oygl appartienta I'(U, b) et donc il est
homotopiquement trivial. Par conséquent [(a; * Y1) * (a2 *yg)‘l] =[a; * agl] € H.
En conclusion {a;) = {a3).
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Nous avons alors montré que les ouverts Wq) 7, pour {a) € p~'({b}) sont a
deux a deux disjoints. Pour tout voisinage ouvert simplement connexe U de b € B
la pré-image p~1(U) = Uaep-1py Wia,u est une union d’ouverts donc ouverte.
Puisque les voisinages ouverts simplement connexes forment une base de la to-
pologie de B, I'application p: E — B est continue.

Montrons que, pour tout (&) € p~'({b}), I'application PiWeyu: Wiay,u — U est
ouverte. Pour cela il suffit de vérifier que I'image de tout voisinage ouvert d’'un
point (8) de W(q y contient un voisinage ouvert de p({f)). En effet, si W’ est un
voisinage ouvert de () € W(g,y il existe U’ ouvert simplement connexe dans B
tel que Wig) ;7 € W'. Sans perte de généralité on peut supposer que U’ < U (en
remplagant U’ par U' nU). On a pw,, , (W) ur) = U’ et donc pyw,, , est une
application ouverte.

2.2.5 Existence de relévements

Le théoréeme suivant donne un condition nécéssaire et suffisante pour 1'exis-
tence d'une solution au probléme du relevement d'une application.

Théoréme 2.2.23 (Théoréme du relévement). Soit p: (E, ey) — (B, bp) un revéte-
mentet f: (Y,y9 — (B, by) une application continue d’'un espace connexe et loca-
lement connexe par arcs dans B. Alors il existe un unique relevement F: (Y, yo) —
(E, ep) de l'application f si et seulement si

f+ @1 (Y, y0)) < p« (m1(E, e9)) (2.5)

On peut résumer le théoréme par le diagramme

(E, eo)

% Jp = fol1(Y,y0)) < pe(n1(E,e0))

(Y, y0) L5 (B, by)

Preuve. Supposons que F est un tel relevement. Puisque F. (1 (Y, yo)) < 71 (E, e),
ona fi(m1(Y, y0)) = p« o Fx (m1(Y, o)) < p« (1 (E, €p)).

Réciproquement supposons que la condition (2.5) soit satisfaite. Pour tout
point y € Y, soit aj, un chemin allant de yo & y. Le chemin f oy a comme point
de départ by et comme point d’arrivée f(y). On pose 8, I'unique relevement de
foay a E satisfaisant §,(0) = ey. On définit alors F(y) = §,(1).

Il est clair que la fonction F ainsi définie satisfait I'identité f = po F et que sa
définition est la seule compatible avec cette identité (d’ot1 'unicité de F).

Il reste a montrer qu’elle est bien définie et continue. Si ag, estun autre chemin
allant de yo a y, le chemin ay, * (053,)‘1 est un lacet in I'(Y, yp). Par hypothese la
classe d’homotopie [fo (a) * (ag,)‘l)] appartient a p. (1 (E, ep)). Il existe donc un
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lacet B € I'(E, eg) tel que [ fo(ay * (a’y)‘l)] = [pof]. Lhomotopie a extrémités fixées
de pofvers fo(ay * (a’y)‘l) se releve dans E a une homotopie a extrémités de
vers un relevé y du lacet (foay) * (fo (a’y)‘l). En particulier y est un lacet basé
en eg et donc les relevés dans E des chemins foay et fo as, ayants ey comme
point de départ ont le méme point d’arrivée. Cela montre que F est bien définie.

Pour montrer la continuité soient e = F(y) et V un voisinage ouvert de e.

Soit U un voisinage trivialisant ouvert et connexe de b = f(y) assez petit pour
que le feuillet U; de E au dessus de U auquel e appartient soit contenu dans
V.Soit W un voisinage connexe par arcs de y contenu dans f~!(U). La fonction
F; = (p|Ui)‘1 o f est continue sur W. On peut vérifier que les applications F et F;
concident sur W, ce qui implique la continuité de F.

2.2.6 Classification des revétements

Théoreme 2.2.24. Soit (B, by) un espace connexe et localement connexe par arcs.
Si p1: E1 — B et p2: E» — E; sont des revétements, alors py o po: E» — B est un
revétement.

E» p2 E p1 B

p1op2
Preuve. Exercice.

Définition 2.2.25. Soient Ep E;
AN
B

deux revétements. Un homomorphisme de revétements est une application conti-
nue ¢: E; — Es telle que le diagramme suivant commute :

B—" JE

W

Si l'application ¢ est un homéomorphisme alors on dira que ¢ est un isomor-
phisme de revétement, ou que les revétements p, et p, sont isomorphes.

Si (E1, p1) = (E2, p2) et ¢ un homéomorphisme on dira que ¢ est un automor-
phisme de (E1, p1).

11 est clair que la composition de deux homomorphismes de revétements est un
homomorphisme de revétements. En particulier, les automorphismes d’un revé-
tement p: E — B forment un groupe par I'opération de composition. On note ce
groupe Aut(p).
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Lemme 2.2.26. Si (E1,e1) —> (E2, e2)

N

(B, bo)

est un homomorphismes de revétements, alors U'application ¢: (E, e1) — (Ez, e)
est un revétement.

Preuve. Montrons d’abord la surjectivité de ¢. Soit x, € E, et soit a: [0,1] — E»
un chemin allant de e, a x,. La projection f = poa de ce chemin dans B possede
un unique relévement B a E; satisfaisant $(0) = e;. Puisque py = pz o ¢ le chemin
¥ = ¢ o f, projeté de B dans Es, satisfait pooy = p; o f = B et y(0) = ¢p(e;) = e,. Par
I'unicité du relevement de 8 dans E; onay = a et donc x, = a(l) = (p(ﬁ(l)).

Soit U < B un ouvert connexe trivialisant pour les deux projections p; et p-.
Puisque p; = p2o¢,0ona

¢~ (p;' (U = pi (V)

et
pr=Uw;, pl=Uv,
jeJ iel

ou les ouverts connexes W; (resp. les ouverts connexes V;) sont les feuillets de
Ey (resp. de Ez) au dessus de U. Les feuillets W; et V; sont ouvert et fermés
dans p; L) et pz‘l(U), respectivement. Donc I'ensemble ¢~ (V;) N W; est ou-
vert et fermé dans W;, c’est-a-dire égal a W; ou vide, car W; est connexe. En
conclusion pour tout i € I, 'ensemble ¢*1 (V;) est une union disjointe de certains
feuillets W;. 0O

Théoreme 2.2.27. Soient (E1,e1) (B2, e2)
(B, bo)

deux revétements. Il existe un unique homomorphisme de revétements ¢ qui rend
le diagramme suivant commutatif

(E1,er1) 4> (E2, e2)

N

(B, bo)

si et seulement si
(p1)+(m1(E1, e1)) < (p2)« (w1 (Ea, e2)). (2.6)

Preuve. Le théoréme est une conséquence immédiate du Théoreme 2.2.23. 0O
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Théoréme 2.2.28. Soient (E;,e;) (Ez, e2)
(B, bp)

deux revétements. Si

(P« (m1(E1, €1)) = (p2)« (m1(E2, €2)) 2.7)

alors il existe un unique isomorphisme de revétements ¢ qui rend le diagramme
suivant commutatif

(E1,e1) 4> (E2, e2)

N

(B, bo)

Preuve. Par le Théoreme 2.2.27 précédent, il existe deux homomorphismes de
revétements ¥ : (E1, e1) — (E, e2) etyy : (Ez,e2) — (Ep,e1):

(E1,e1) —2— (Bp,e0) (Bz, €2) —— (E1,e1)
N N
(B, bo) (B, bo)
et donc
(Er,e1) —2 s (Byen) (Ez,e2) — 2 (By, e9)
N N
(B, bo) (B, by)

Par le Théoréme 2.2.27 les applications ¥, oy et ¥; o ¥, sont les uniques ap-
plications qui rendent les diagrammes ci-dessus commutatifs. Puisque les ap-
plications identiques de (E1, e;) et de (E», e2) dans eux-mémes satisfont aussi la
commutativité des ces diagrammes on a oy = Idg, ety oy, =Idg,. O

Corollaire 2.2.29. Soient B, et B, deux revétements universels, d'un espace topolo-
gique B, connexe, localement connexe par arcs et localement simplement connexe.
Alors By et B, sont isomorphes.

Preuve. Pour i = 1 ou 2, soient p;: B; — B les application de revétement; soient
beBeth e pi‘l({b}). La cqndition (2.7) est trivialement vérifiée par les deux
revétements p; et p, car m1(B)) = 71 (B2) = {1}. Par le Théoréeme 2.2.28 précédent,
il existe un unique homéomorphisme ¢ : B; — B, tel que ¢(b1) = b,. O
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2.2.7 Action du groupe d’automorphismes d’un revétement

Rappelons que le groupe Aut(p) d’automorphismes d'unrevétement p: E — B
consiste des homéomorphismes ¢ sur lui-méme tels que p = po ¢.

Il est immédiat que un automorphisme ¢ € Aut(p) opere sur les fibres du re-
vétement p : si p(e) = bona p(¢p(e)) = p(e) = b.

Définition 2.2.30. On dit que I'action d'un groupe discret I" sur un espace topolo-
gique X est totalement discontinue si pour tout x € X il existe un voisinage ouvert
V de x tel que g(V) NV = @ pour tout g € G distinct de I'élément neutre.

11 est facile de voir que si un groupe discret agit proprement et librement sur
un espace localement compact alors il agit de facon totalement discontinue.

Lemme 2.2.31. Laction du groupe Aut(p) sur l'espace totale E d’'un revétement
p: E — B est libre et totalement discontinue. En particulier, l'action du groupe
Aut(p) sur chaque fibre p~' ({b}) du revétement est aussi libre.

Preuve. Soit e € E. Le Théoreme 2.2.28 dit qu'’il existe un unique automorphisme
¢ tel que ¢(e) = e, a savoir 'application identique de E sur lui-méme.

Si e € soit U; un voisinage ouvert de e, feuillet au dessus d'un ouvert trivialisant
U. Alors on ¢p(U;) N U; = @ pour tout ¢ € Aut(p) distinct de I'identité. O

Théoreme 2.2.32. Soit p : E — B un revétement. On pose H = p.. (1 (E, ey)) et soit
N le normalisateur de H dans m; (B, bo). Pour tout ¢ € Aut(p) soit ay un chemin
allant de ey a ¢(ey). Lapplication

®: ¢peAut(p)— Hlpoagple HHN=N/H
est bien définie et elle est un isomorphisme de groupes.

Preuve. Nous savons déja par la Proposition 2.2.16 que si a et “Zp sont deux che-
mins allant de e a ¢(eg) alors H[poag] = H[poal,].

On regarde H\N comme un sous-ensemble de H\x; (B, by).

Pour prouver que I'image de ® est contenue dans H\ N, montrons que si ¢ €
Aut(p) et e = ¢(ep) alors pour tout chemin «a, allant de ep a e € p‘l({bo}) on a
[peoac] € N. En effet, comme 'automorphise ¢ envoie un lacet basé en ¢y en un
lacetbaséen el ona . m(E,ey) = w1 (E,e). On aussi [a,] “la(E, ep)*a, = m (E, €)
et po¢ = petdonc

[poael ™ p.(m1(E, e)) [poacl = pu(m1(E,e) = pucps (m1(E, €9)) = px(m1(E, €9))

ce qui montre que [p o a.] normalise 7 (E, ep).

Pour prouver que que I'image de ® contient H\N, et donc est égale a H\N,
montrons que si a, est un chemin allant de ey a e € p‘l({bo}) la condition [po
a.] € N implique qu'il existe ¢ € Aut(p) tel que e = ¢(ep). En effetona a e I'(E, e)
si et seulement si 8, = ae‘l *q * aq € I'(E,ep). Dans ce cas on a
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p«(m1(E,e)) =[poT(E,e)] = p«([ae *T'(E,ep) * agll)
= [poaclp«(mi(E, e))[poacl™ = p.(m(E, e)

Donc p. (m1(E, e)) = p« (w1 (E, ep)). Par le théoréme 2.2.28, il existe un unique iso-
morphisme ¢ € Aut(p) tel que le diagramme commute.

(E,e) —> (E, eo)

N

(B, bo)

En particulier e = ¢(ep).

Montrons que 'application ® est un homomorphisme de groupes. Soient ¢;
et ¢, deux automorphismes et posons ¢ (eg) = e; et ¢2(eg) = ez. Soient a; et ay
desu chemins allant de e a e; et e», respectivement. Alors a; * (¢ o a2) est un
chemin allant de ey a ¢ (e2). Or, (1 © h2)(eg) = ¢p1(e2). Donc D(¢p1 o) = H[po
(a1 * (proa2))l = Hlpoaillpo(preaz)l = Hpoaillpoazl.

Finalement pour prover que ® est un isomorphisme il suffit d’observer que si
D(¢p) = H et p(eg) = e, alors [po a,] € p«(m1(E, ep)). Par la Proposition 2.2.16, cela
implique que ey = e,. Par le Lemme 2.2.31, on conclut que ¢ est 'identité de E.
O

2.2.8 Revétements galoisiens

Définition 2.2.33. Un revétement p: (E, eg) — (B, bp) est dit galoisien sile groupe
p«(m1(E, ) est un sous-groupe distingué de (B, by).

Remarque 2.2.34. Observons que la condition p. (7 (E, ep)) soit un sous-groupe
distingué de m; (B, bp) ne dépend pas du point ey qu'on a choisi sur la fibre au
dessus de by. En effet par le Théoréme 2.2.18 tous les sous-groupes p. (71 (E, e)),
avec e € p~ ! ({b}), sont conjugués.

Théoreme 2.2.35. Soit p: E — B un revétement d'un espace B localement simple-
ment connexe. Le revétement p est galoisien si et seulement si le groupe d’automor-
phismes Aut(p) agit transitivement sur chaque fibre p~' ({b}).

Preuve. LaProposition 2.2.16 établit une application bijective d’une fibre p~! ({b})
sur 'espace p.(m1(E,e))\m1(B,b). Le Théoreme 2.2.32 dit que la restriction de
cette application a I'orbite Aut(p)(e) est une bijection sur p. (m;(E,e))\N, ou N
est le normalisateur de p.(r;(E,e)) dans 7 (B, b). Donc Aut(p) agit transitive-
ment sur chaque fibre p‘l ({b}) sietseulementsi N=m1(B,b). O

Théoreme 2.2.36. Soit p : E — B un revétement. Si E est simplement connexe alors
le revétement p est galoisien et 71 (B) est isomorphe a Aut(p).
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Exemple 2.2.37. On a m1(S!) = Z, c’est-a-dire le groupe fondamentale du cercle
est le groupe (additif) Z. De méme le groupe fondamentale du tore T" est Z".

Plus généralement on a

Théoreme 2.2.38. Soit I' un groupe discret opérant, librement et de facon totale-
ment discontinue, par homéomorphismes sur un espace E, séparé, connexe et lo-
calement connexe par arcs. Alors la projection p: E — E/T est un revétement ga-
loisien et T = Aut(p).

Preuve. Par définition d’action totalement discontinue, pour tout e € E il existe
un voisinage ouvert U’ de e tel que ¢(U')NnU’ = @ pour tout ¢ € I'\ {er}. On a alors
que U = p(U’) est ouvert et connexe par arcs. Par définition p~! (U) = Ugerp(U").
Puisque 'application p est ouverte, (Théoreme 1.3.7), pl:pl(U’) U — ¢(U") est
continue. Donc la projection p est un revétement.

Il est clair que tout I' opére sur E par automorphismes du revétement p.
Puisque les fibres de ce revétement sont les orbites de I, et puisque I'action de
I estlibre, I" opére transitivement et librement sur les fibres de p. Cela implique
quel' =Aut(p). O

Corollaire 2.2.39. Soit p : E — B un revétement, E séparé. On a alors un revéte-
ment galoisien py: E — E/Aut(p) et un revétement p,: E/Aut(p) — B tels que
p = p1op2. Soite € E. Limage par p, du groupe fondamentale ) (E/Aut(p), p1(e))
et le normalisateur de p. (m1 (E, e)) dans n1 (B, p(e)).

Preuve. Puisque Aut(p) opere proprement et de fagon totalement discontinue
sur E la projection canonique p;: E — E/Aut(p) est un révétement. On a aussi
une projection p» : E/ Aut(p) — B car Aut(p) opere sur le fibres du revétement p.
Si U est un ouvert trivialisant de p, un feuillet de p, au dessus de U est donnné
par une orbite d’'un feuillet de p au dessus de U, ce qui entraine facilement que
p2 est un revétement.

Du fait que p; est galoisien, on a (p1). (w1 (E, e)) < m(E/Aut(p), p1(e)) et donc
p«(m1(E,e)) < (p2)« (1 (E/ Aut(p), p1(e))) ce qui implique que le normalisateur
N de p.(m1(E,e)) dans 7 (B, p(e)) contient (p2). (1 (E/Aut(p), p1(e))). Puisque
parle Théoreme 2.2.32, Aut(p) = N/ p.(m1(E, e)) = m1 (E/ Aut(p), p1(e))/(p1)«(m1(E, )
on obient N = (p2) . (1 (E/ Aut(p), p1(e))). O






Chapitre 3
Variétés

3.1 Notions de géométrie différentielle

3.1.1 Variétés topologiques

Définition 3.1.1. Une variété topologique de dimension d est un espace topolo-
gique séparé tel que tout point de 'espace possede un voisinage ouvert homéo-
morphe a un ouvert de R4 (ou, équivalemment, a une boule ouverte de R%).

D’habitude on demande aussi qu'une variété topologique ne soit pas “trop
grande”, c’est a dire que sa topologie ait une base dénombrable.

Définition 3.1.2. Une carted’ une variété topologique X de dimension d est couple
(U, ) formé par un ouvert U c X et un homéomorphisme ¢ de U sur un ouvert
de R?. Louvert U est le domaine de la carte et, pour tout p € U, les d nombres
¢(p) € R sont les coordonnées du point p relatives a la carte (U, ¢). Lapplication
réciproque ¢!, souvent plus utile que ¢, est dite un paramétrage de l'ouvert U.

Le terme systéme de coordonnées locales est aussi un synonyme de carte.

Définition 3.1.3. Un atlas (topologique de dimension d) d'une variété topolo-
gique X de dimension d est une famille (Uy,¢q)qer de cartes de X telle que
(Ugq) qe1 €st un recouverement ouvert de X.

Définition 3.1.4. Soient (U, ¢) et (V,¥) deux cartes d'une variété topologique X,
telles que U NV # @. Lapplication partiellement définie w o ¢! est dite change-
ment de coordonnées. !

1. Lanotation o ¢! est un légére violation des bonnes régles, qui voudraient qu’on écrive
la fonction réciproque de la restriction de ¢ 2 U NV au lieu de ¢}, et donc w o (pjynv) L, au
lieu de y o ¢~!. Lexpression “partiellement définie” tient compte de cela car le domaine de
I'application yo¢~! est!’ ouvert ¢p(U N V). Lapplication yo¢~! est donc un homéomorphisme
del ouvert p(UNV)c R4 sur 'ouvert yUnV)c R4,

53
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ey HRI=RY

De la définition on obtient immédiatement la proposition suivante.

Proposition 3.1.5. Toute partie ouverte d’'une variété topologique de dimension d
est elle méme une variété topologique de dimension d. En particulier les compo-
santes connexes d'une variété topologique de dimension d sont des variétés topo-
logiques connexes de méme dimension.

Les variétés topologiques héritent certaines propriétés topologiques locales
de R", notamment

Proposition 3.1.6. Une variété topologique est localement compacte, localement
connexe par arcs et localement simplement connexe.

Proposition 3.1.7. Tout revétement d’'une variété topologique est une variété topo-
logique de méme dimension. Toute variété topologique connexe admet une revéte-
ment universel.

3.2 Variétés différentielles

Dorénavant et pour le reste de ce chapitre le mot différentiable signifie dif-
férentiable de classe C*, k = 1. Egalement pour immersion, plongement, sub-
mersion, difféomorphisme, on entendra immersion, plongement, submersion,
difféomorphisme de classe C¥, k > 1. Lorsque il s’agira de considérer des fonc-
tions de différentes classes de différentiabilité on explicitera a nouveau la classe
de chaque fonction.

Définition 3.2.1. Un atlas (Uy,g)qea d'une variété topologique M de dimen-
sion d est dit différentiable si, pour tout couple de cartes de l'atlas (Uy, ¢,) et
(Ug, ¢p), le changement de coordonnées ¢ o, ! estun difféomorphisme del’ou-
vert o (U N Up) < RY sur 'ouvert (U N Up) < RY.?

Définition 3.2.2. Une variété différentiable de dimension d est une variété topo-
logique de dimension d munie d'un atlas différentiable.

2. Evidemment lorsque U, N Up = @ la condition est vide et donc vérifiée.
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3.2.0.1 Un peu d'histoire.

Soient (U, padaca et (Vp, ¥p)pes deux atlas différentiables d’'une variété to-
pologique M. On dit que ces deux atlas différentiables sont compatibles pourvu
que pour tout @ € A et tout § € B les changements de coordonnées ¢, °W,§1 et

ypo ¢! soient des fonctions différentiables dans leurs domaines de définition.

1l est clair que la réunion de deux atlas compatibles est encore un atlas. Donc
chaque atlas est contenu dans un unique atlas maximal, qui est la réunion de
tous les atlas compatibles avec lui. Une structure différentielle d’'une variété to-
pologique M est la donnée d’un atlas différentiable maximal de M. Evidemment
pour assigner un atlas maximal il suffit de donner simplement un atlas sur M.

Deux structures différentielles d'une variété topologique M données par deux
atlas maximaux o et o/’ sont difféomorphe s'il existe un homéomorphisme # de
M sur lui-méme qui envoie 'atlas «f sur «f’, ce qui revient a dire que pour toute
carte (U, ¢) de o/ et toute carte (V,v) de o' 'application partielle y o ho ¢! est
un difféomorphisme sur son domaine de définition. (On dit alors que & est un
difféomorphisme de (M, of) sur (M, <f")).

Exemple 3.2.3. Notons Id I'application identité de R sur lui-méme et considérons
l'atlas «f = {(R,Id)} sur R. Comme cet atlas est formé par une seule carte, la condi-
tion sur les changements de coordonnées est vide et of définit une structure dif-
férentiable de classe C*° sur R.

Soit ¢: R — R ’homéomorphisme défini par y(x) = x°. Latlas &' = {(R,y)}
formé par la seule carte (R,v) ne définit par la méme structure différentielle sur
R que I'atlas < car le changement de coordonnées ¢o~! n’est pas une fonction
différentiable.

Toutefois les atlas <f et «¢’ sont difféomorphes car 'homéomorphisme h(x) =
¥/x est un difféomorphisme de (R, <f) sur (R, «/’).

Une question importante en topologie est de comprendre combien struc-
tures différentielles non difféomorphes peuvent exister sur une variété donnée.
D’abord il faut supposer qu'un variété topologique admet une atlas différen-
tiable : c’est n’est pas toujours le cas car M. Kervaire a démontré en 1960 qu’il
existe une variété topologique compacte de dimension 10 sans atlas différen-
tiable.

En dimension 1 et 2, la réponse est relativement facile : il existe une seule
structure différentielles, a un difféomorphisme pres. La méme affirmation est va-
lable en dimension 3, dii & un théoreme de E. Moise (1952). En dimension plus
grand que 3 les choses sont beaucoup plus compliquées. En 1956 J. Milnor (Mé-
daille Fields 1962) démontre qu'il existe 28 distinctes structure différentielles sur
la spheére de dimension 7. Ensuite grace au travaux de R. Kirby,L. Siebenmann,
J. Milnor, M. Kervaire et M. Hirsch on a su que le nombre de structures différen-
tielles sur une variété compacte de dimension plus grand que 4 est fini. En 1982
par les travaux combinés M. Freedman et S. Donaldson (Médailles Fields 1986)
on a obtenu qu'il existe des structures différentielles distinctes de celle ordinaire
sur R*!
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Une question encore ouverte est la “Conjecture de Poincaré lisse en dimen-
sions 4” : combien de distinctes structures différentielles y a-t-il sur la sphere
de dimension 4 ? Du point de vue topologique toutes les sphéres homotopique-
ment équivalentes  la sphére ordinaire® sont homéomorphes 2 la spheére par le
conjecture de Poincaré généralisée : cette conjecture a été démontrée en 1961 par
S. Smale (Médaille Fields 1966) en dimension plus grand que 4 par M. Freedman
en dimension 4 et en 2003 par G. Perelman (Médaille Fields 2006) en dimension 3.

3.2.1 Exemples

3.2.2 Exemples

Les exemples de variétés topologiques que nous avons étudiés a la section pré-
cédente sont tous des exemples de variétés différentielles de classe C*°. Revoyons
les rapidement.

Exemple 3.2.4. Tout ouvert O de I’espace R" est évidemment une variété différen-
tielle de dimension # avec un atlas formé par une seule carte (0, Id) ou Id est la
restriction a @ de I'application identique de de R” sur lui-méme. Comme 1'atlas
consiste d'une seule carte la condition de différentiabilité pour les fonctions de
transition est satisfaite car elle est vide. En particulier, R” est un variété différen-
tielle.

Exemple 3.2.5. Une sous-variété différentiable de R” de dimension k est une va-
riété différentielle de dimension k. Explicitons ses cartes. On rappelle que une
sous-variété différentiable de R” de dimension k est un ensemble M c R” sati-
faisant la propriété suivante : pour tout p € M il existe un voisinage ouvert de p
dans R” et un difféomorphisme

D: geU—d(q) = (1(q), P2(q)) €] -1, 1" *[x] =1, 1[Fc R"

tel que
qeEMnU < ¢1(q) =(0,...,0).

Les cartes de M seront alors les couples (M N U, (p2) mnv)-
Le lecteur pourra vérifier, en utilisant le théoréme des fonction implicites, que
cet atlas est différentiable.

Exemple 3.2.6. La sphere S2={x,..., 3 eR | (xH2+--- + (x3)2% = 1} est une va-
riété différentielle de dimension 2 et de classe C*.

En effet, en 6tant un point de la sphere on obtient une partie homéomorphe
a R%. On démontre cela a I'aide de la projection stéréographique qui consiste

3. Une équivalence homotopique entre deux espaces X et Y est la donnée de deux applica-
tions continues f: X — Yetg: Y — Y telles que fog et go f soient homotopes aux application
identiques de Y et X, respectivement.
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projeter la sphere de centre O, privée d'un point P, sur un plan 7 orthogonal
au diametre OP (et ne passant pas par P) : pour un point de la sphere Q # P la
projection de Q sur 7 est le point ou1 la droite PQ coupe le plan 7.

La projection indiquée dans la figure 3.1 est la projection stéréographique de
la sphere S? = {(x, 3, 2) € R3 | x* + y? + z2 = 1} du pole Nord N = (0,0, 1) sur le plan
équatorial z = 0; elle est donnée analytiquement par I'application

Fig. 3.1 La projection stéréographique

Sty: (x,y,z)eSz\{N}H(sz,fyz)eﬂ%zzc 3.1

d’inverse

2x 2y x2+y2—1
T+x2+y2" 1+ x2+y2 1+ x2 +y?

Sty': (x,y) eR* — ) € S*\ (N} 3.2)
(La grille qui apparait sur la sphere dans la figure 3.1 correspond aux droites pa-
ralleles aux axes coordonnées).

Les formules montrent bien que Sty et Stl‘\,1 sont continues sur leurs domaines
et que donc (S2\ {N}, Sty) est bien une carte.

Une autre carte est obtenue considérant la projection stéréographique du
pole sud S = (0,0,—1) sur le plan équatorial z = 0; elle est donnée en formules
par Sts(x, y,2) = (x/l +z,y/1+ z) pour (x,y,z) # S. On a ainsi deux cartes (S2\
{N},Sty) et (S%\ {S},Sts) qui forment une atlas de S2.

On vérifie sans difficulté que la fonction de transition Stg OSt]‘\,l estl’application
involutive de R?\ {(0,0)} sur lui-méme donnée par (x,y) — (x,y)/(x* + y%) (on
peut regarder cette application comme l'involution de C* donnée par z — 1/2).
Cette application étant de classe C*, la spheére est un variété différentiable de
classe C*.
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Exemple 3.2.7. 11 est facile de généraliser I'exemple précédent en toute dimen-
sion. Notons | - || la norme euclidienne sur R". La sphere S” = {d,...,x" e
R™ 1| (22 + -+ (212 = 1} est une variété différentielle de dimension r et
de classe C*°; on a en fait vu qu’elle possede un atlas formé par deux cartes
(5\{(0,...,0,+1)},¢+) données par les projections stéréographiques du sommet
(,...,0,+1)

Ge: (xh.., x" e "\ {(0,...,0,£1)} — - ', xM eR"

F xn+1
et que la fonctions de transitions était données par la formule y € R" \ {0,} —
v/ y||2 € R™\{0,} qui est une fonction C* (ici on désigne par 0, le point (0,...,0)
de R™).

Exemple 3.2.8. Le plan projectif réel P?(R) est I'ensemble des droites de R® pas-
sant par (0,0,0).

Si (x,y,2) # (0,0,0) on dénote par [x: y: z] la droite de coefficients directeurs
(x,¥,2), c.-a-d. ladroite [x: y: z] = {(tx, ty, tz) | t € R}. Ainsi tout (x, y, z) # (0,0,0)
définit un point de 'espace projectif et nous avons une application surjective

p:(x,y,2) €R3\{(0,0,0)} — [x: y: z] € P*(R)

Evidemment [x: y: z] = [x': y: Z'] si et seulement s'il existe ¢ # 0 tel que (x, ,2) =
(tx',ty’, tz) : cela montre que P?(R) est I'espace quotient de R3\ {(0,0,0)} par la
relation d’équivalence

(x,¥,2) ~(x',y,2)) siet seulement si 3¢ # 0 tel que (x,y,2) = (tx', 1y, t2).

On muni P?(R) de la topologie quotient.

Une autre description de P2(R) s’obtient en considérant que toute droite de
P2(R) coupe la sphére unité S$? = {x? + y? + z? = 1} en deux points antipodaux;
donc il y a une bijection entre les droites de P?>(R) et 'ensemble {{P,—P} | P €
S?}. Lensemble des point antipodaux de §? est aussi 'ensemble des orbites de
l'action sur §? du groupe a deux éléments formé par I'identité I et I'involution
—I1: PeS? — -PS?.

Une métrique compatible avec la topologie sur P?(R) = $?/ ~ est alors

d({P,—P},{Q,-Q}) = min(|P - QI,|P + Q).

Cela implique que P?(R) est un espace séparé.

Soit Uy ={[x:y:z] | x # 0} et posons ¢ ([x: y:z]) = (y/x,z/x); 'ensemble Uy
est ouvert et ¢, est bien définie sur P2(R). Lapplication y: (x,y,2) — (y/x,z/x)
est une application continue de p~!(Uy) = {(x,y,2) | x # 0} sur R?; nous en dé-
duisons que ¢y, qui est égale & p o1, est une application continue de U, sur R?.
Lapplication h: (u,v) € R2— (1,u,v) € p‘l(Ux) est continue; donc la composi-
tion p o h est une application continue de R?> dans Uy ; elle est évidemment I'in-
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verse de ¢,. Cela montre que ¢, est un homéomorphisme de U, sur le plan R?.
On a alors une carte (Uy, ¢5) sur PI(R).

On définit aussi les ouverts Uy, = {[x:y:z] |y #Z0t et U, ={[x:y: 2] | 2 # 0},
et, sur ces ensembles, les applications ¢ ([x:y:z]) = (x/y,z/y) et P ([x:y:z]) =
(x/z,y/z); on démontre, comme on I'a fait au paragraphe précédent, que ¢, et
¢, sont des homéomorphismes de Uy, et U, sur le plan R?. Les trois cartes carte
(Ux, ¢x), (Uy, ¢y) et (U, ¢.;) forment un atlas sur P2(R).

On a ¢x(UxnU)) = R2\ {(u, v)|u # 0} = ¢y(UxnUy); la fonction de transi-
tion ¢y o c/)}l est alors 'involution de R%\ {(u, v)|u # 0} donnée par la formule
(u,v) — (1/u,v/u). On laisse au lecteur le souci de calculer les autres fonctions
de transition.

Exemple 3.2.9. On généralise I'exemple précédent a I’espace projectif réel P"(R),
I'ensemble des droites de R”*! passant par 0.

L'espace projectif réel P"(R) est une une variété différentielle de dimension
n et de classe C*. Rappelons que P"(R) est la variété topologique formée par
les droites [x! : x2: - x™ 1 = {(tx},..., tx™ ) | t e R}, ol (x),..., 2" e RN
{0,+1}. La topologie sur P"(R) est la topologie quotient déterminée par 1'appli-
cation (x1,...,x"") — [x1: x2 :---: x"*1]. On recouvre P"(R) par n+ 1 cartes

Uk, ¢r), k=1,...,n+1, données par
U ={x',...,.x"" 11 e P"(R) | xx #0}.

et
1 k-1 k+1 n+1

X X X X
Ty eeey y yeooy
xk xk 7 xk xk

(pk:[xl,...,x"“]eUk»—»( )e[R"

Donc la famille {(Uy, ¢¢)} est un atlas de P (R). Pour montrer que cet atlas est
différentiable il suffit d’'observer que

GjUNU) =",y eR* |y 20},
GrU;nU ={(y",...,y" eR" | y/ £ 0,
etquepour j<kona
1 yi=1 yi+t k=1 1 Lk n

-1 ny_ (Y Y Ly -
(p]o(pk (_y )--'ry )_(yj)-u) y] ’ y] I ERRS] y] )yjryjy”-)yj)

alorsquesi j>kona

1 k-1 k j-1 L j+1
- y y Ly y Y Y
([)]’O(Pkl(yl,...,yn) = (—j,...,—.,—.,—.,...,—.,—.,...,—.).
y vyl oy vy V!
Dans tous les cas on obtient que ¢ ; wp;l est un difféomorphisme C* de ¢ (U; N
Uy) sur ¢ (Ujn Uyg). Donc P"(R) est une variété différentiable de dimension 7.

Exemple 3.2.10 (Produit de variétés différentiables). Soient M et N deux variétés
de dimension m et n. Soient (Uy, o) aca €t (Vg, ¥ g) ge g deux atlas respectivement
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de M et N. Sur le produit cartésien M x N on met la topologie produit des topolo-
gies de M et N, (les ensembles ouverts pour cette topologie sont définis comme
les réunions d’ensembles de la forme U x V avec U ouvert dans M et V ouvert
dans N). Ainsi M x N devient un espace topologique séparé et a base dénom-
brable.

Si on pose ¢po x Yg: (p,q) € Uy x Vg — (¢pa(p),¥s(q)) € R™*" on voit que la
collection (Uy x Vg, pq XY g)ae a,pe g €St un atlas différentiable de dimension m+n
sur M x N.

Cette construction peut étre évidemment généralisée a un produit de plu-
sieurs facteurs. Par exemple le tore de dimension n, qu'on note T", est défini
comme le produit de n copies du cercle S*.

3.3 Applications différentiables

Définition 3.3.1. Soit f: M — N une application entre variétés différentielles. On
dit que f est k fois différentiable en p s’il existe une carte (U, ¢ de M et une carte
(V,v) de N telles que
—peUetf(p eV,
— l'application partiellement définie y o f o ™! est une application k fois
différentiable d'un voisinage ouvert de ¢(p) dans un voisinage ouvert de

w(f(p)).

On vérifie, en exercice, que la définition donnée ne dépend pas des cartes
choisies.

Définition 3.3.2. Soit f: M — N une application entre variétés différentielles. On
dit que f est k fois différentiable (sur M) si f est k fois différentiable en tout point
peEM.

3.4 Variétés différentielles et revétements

Théoréme 3.4.1. Le revétement M d’'une variété différentielle M admet une struc-
ture de variété différentielle telle que la projection p : M — M est une application
différentiable

Théoréme 3.4.2. Soit M un revétement galoisien d'un espace M . Supposons que
M soit une variété différentielle et que le groupe d'automorphismes du revétement
agit différentiablement sur M. Alors sur M admet une structure de variété différen-
tielle telle que la projection p : M — M est une application différentiable.



Chapitre 4
Géométrie elliptique

4.1 Les quotients des spheres de dimension 2n.

Théoréme 4.1.1. Les seules groupes discrets de O(2n) opérant librement sur la
sphere $*", de dimension 2n, sont le groupe trivial {I»,+1} et le groupe a deux élé-
ments {lp+1,—Iopt1}.

Preuve. Rappelons que les matrices de O(2n) sont des matrices carrées de di-
mensions impaires. Soit I' un sous-groupe discret de O(2n) opérant librement
sur la sphere $%”.

Si AeI'nSO(2n) alors la matrice A posséde une valeur propre égale a 1; dans
ce cas A fixe un point de S$2" etdonc A = Irpt1.

Si AeTnO~(2n) alors A%2 e T'NSO2n) et donc A% = I,,,1. Par le raisonnement
précédent la matrice A ne peut pas posséder de valeurs propres égales a 1. Donc
toutes ses valeurs propres sont égales a —1. Autrement dit A= —l,41. O

Corollaire 4.1.2. Les seules variétés différentielles localement isométriques a la
sphere de dimension paire S*", sont la S*" elle méme et l'espace projectif P>"(R) =
S*" I{Izps1,—I2n+1}.

4.2 Pavages de S?

Nous avons vu que la listes des sous-groupes discrets de O(2) opérant li-
brement sur la sphére S? est trés limitée. Dans cette section nous étudions les
groupes d’isométries qui operent proprement sur S2. Puisque la sphére est com-
pacte un tel groupe est nécessairement fini.

Le point de départ est la formules des classes énoncée dans le théoreme sui-
vant.

Théoréme 4.2.1 (Formules des classes). Soit G un groupe fini opérant sur un en-
semble X. Pour x € X notons G le groupe de stabilité de x et Orb(x) = Gx l'orbite
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de x. Alors
card(Orb(x)) = card(G/Gy) 4.1)

En particulier si X est fini et O est un ensemble de représentants des orbites de G (ce
qui revient a dire, un ensemble qui intersecte chaque orbite en un seul point) alors

cardX = ) card(G/Gy) 4.2)
xXeo

Preuve. Le groupe G opére transitivement sur I'orbite Orb(x) de x € X. L'applica-
tion
¢: g€ G— gxeOrb(x)

est surjective, par définition d’orbite. L'identité g;x = g»x est équivalent a x =
gy 'gx, cest-a-dire g;'g» € Gy, ou encore g1Gy = gG. Donc I'application ¢
passe au quotient G/ G, et donne une application bijective ¢: gG € G/Gx— gx €
Orb(x), ce qui démontre la formule (4.1).

Les orbites forment une partition de X. Si X est fini on a alors card(X) =
Y reo card(Orb(x)). ce qui démontre la formule (4.2). O

Dans la suite on présente une liste de sous-groupes finis de SO(2). Il sera utile
de fixer un repere cartésien orthonormée de R3 et les coordonnées (x, ¥, Z) cor-
respondantes.

4.2.1 Le groupe D,,

Rappelons que le groupe D, est le groupe de symétries d'un n-gon régulier.

Soit P, un n-gon régulier de sommets py, ... p,—1, inscrit dans le cercle équa-
torial x> + y? = 1, z = 0. Pour fixer les idées supposons que le sommet p; soit le
point (1,0,0) et que les sommets py, ... py—1 sont ordonnés sur le cercle équato-
rial dans le sens trigonométrique.

D3 322

Soit T' le sous-groupe de SO(2) qui envoie le polygone P, dans lui-méme. Le
groupe I" est donc un sous-groupe du groupe Dy des de symétries de P,,.; en
particulier cardI’ < 2n.

Larotation A € SO(2) d’angle 27/n et d’axe z est donc une symétries de P,,. Le
groupe engendrée par A est un groupe cyclique C,, = Z/nZ d’ordre n. La rotation
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B € SO(2) d’angle 7 et d’axe x réalise dans le plan (x, y) la symétrie d’axe x; par
conséquent elle fixe le sommet pg et envoie le sommet p; au sommet p;,_;. Elle
est donc une symétrie de Py . Nous concluons que cardI’ = 2n, ce qui implique le
groupe I' = (A, B) = D,,. Les rotations A et B satisfont les identités définissant le
groupe diédral D,

A"=1, B>=1, BA/B=A"7.

4.2.2 Le groupe tetraédral T

Soit I le tétraédre régulier de sommets p;, p2, p3, pa inscrit dans la sphere
S2. On pourra supposer que le sommet p; soit le point (0,0,1) et que le sommet
p2 appartient au plan xz (ce qui revient a dire que p» = (-2v/2/3,0,1/3).

Soit T le sous-groupe de SO(2) qui envoie le tétraédre I sur lui-méme. Le
groupe T permute les sommets et donc il est un sous-groupe du groupe X, des
permutations de 4 objets.

Soit Ty, le groupe de stabilité du sommet p;. Le groupe T), permute les som-
mets p», ps3, P4 et on peut donc le regarder comme un sous-groupe du groupe D3
des symétries du triangle régulier p, psps. La rotation A d’angle 27/3 et d’axe z
estun élément d’ordre 3 de T),.

Supposons que g € Tp, fixe un des sommets p;, parmi les sommet p2, p3, ps;
alors g fixe le plan contenant p; et p; ce qui implique que g est I'identité. Nous
concluons que Ty, estle groupe cyclique C3 engendé par A.

Observons que G opeére transitivement sur les sommets : la rotation d’angle =
d’axe passant par le point de milieu du coté p; p; et par le point de milieu du coté
opposé envoie p; a p; (et elle échange les deux autres sommets).

Par la formule des classes 'ordre de T est donc égal a 12, ce qui implique que
le groupe T est isomorphe au groupe alterné A4. Puisque A4 n’a pas de sous-
groupe d’ordre 6, le groupe T est engendré par une rotation d’angle 277/3 qui fixe
un sommet et une rotation d’angle 7 qui fixe le milieu d'un coté.
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4.2.3 Le groupe octaédral O

Soit 7 le octaedre régulier de sommets pg, p1, p2, p3, pa, ps inscrit dans la
sphere $?. On pourra supposer que le sommet py soit le point (0,0,1) et que le
sommet p, appartient au plan xz (ce qui revient a dire que p, = (-2v/2/3,0,1/3).

Soit O le sous-groupe de SO(2) qui envoie le tétraedre @ sur lui-méme. L'oc-
taédre possede 8 faces en 4 paires opposées; toute isométrie de O envoie une
paire (non ordonnée) de faces opposées sur une paire (non ordonnée) de faces
opposées. Comme il y a 4 paires non ordonnées de faces opposées, le groupe O
est un sous-groupe du groupe X, des permutations de 4 objets. En particulier
card O < 24.

Soit Op, le groupe de stabilité du sommet py. Le groupe Op, permute les som-
mets p; p2, p3, pa et on peut donc le regarder comme un sous-groupe du groupe
D, des symétries du carré p; p» p3ps. La rotation A d’angle /2 et d’axe z est un
élément d’ordre 3 de Op,. Comme pour le groupe tetraédral aucun élément du
stabilisateur de py peut fixer un sommet ou le milieu d'un coté du carré p; p» p3pa
et cela implique que O, est cyclique isomorphe a Cy = Z/4Z, car toute symétrie
d’un carré qui renverse I'orientation fixe sois un sommet soit le point de milieu
d’'un coté.

Le groupe O opére transitivement sur les sommets : la rotation d’angle = d’axe
x envoie le sommet py au sommet opposé ps et la rotation d’angle 7 d’axe pas-
sant par le milieu du coté pgp; et par le milieu du coté opposé, envoie pg sur p;
(i =1,2,3,4). Par la formule des classe card O = 4 x 6 = 24. Donc O = Z4.
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B2 2

4.2.4 Le groupe icosaédrall

Soit .# le icosaedre régulier de 12 sommets py,..., p11 inscrit dans la sphere $2.
On pourra supposer que le sommet py soit le point (0,0,1), que p;; = (0,0,-1),
que les sommets py, ..., p5 soient les sommets adjacents a pg et que p; soit dans
le plan xz. Les sommets py, ..., ps5 sont les sommets d'un pentagone régulier.

© &

Soit | le sous-groupe de SO(2) qui envoie le icosaédre .# sur lui-méme. L'ico-
saédre possede 20 faces; les centres des faces prise 8 a 8 forment les sommets
d’un cube. Puisque un sommet est appartient a deux cubes distincts, il y 5 cubes
distincts qui sont permutés par les isométries de |. Donc le groupe | est un sous-
groupe du groupe X5 des permutations de 5 objets. En particulier card(l) < 120.

Soit I, le groupe de stabilité du sommet py. Le groupe |, permute les sommets
P1, ..., ps et on peut donc le regarder comme un sous-groupe du groupe D5 des
symétries du pentagone carré pj p2pspaps. La rotation A d’angle 27/5 et d’axe
z est un élément d’ordre 5 de |j,,. Comme pour le groupe tetraédral aucun élé-
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ment du stabilisateur de py ne peut fixer un sommet et cela implique que |, est
cyclique isomorphe a Cs = Z/5Z.

Le groupe | opére transitivement sur les sommets : la rotation d’angle = d’axe x
envoie le sommet py au sommet opposé ps et la rotation d’angle 7 d’axe passant
par le milieu du coté pgp; et par le milieu du coté opposé, envoie pg sur p; (i =
1,2,3,4,5). En composant ces deux types de rotations on obtient des éléments
envoyant pg sur les sommets p;, i =6,7,8,9,10. Par la formule des classe card .# =
5x 12 =60. Donc | = As.

Théoréme 4.2.2. Soit G # {I} un sous-groupe de SO(2) opérant proprement sur la
sphere S%. Alors G est soit cyclique, soit G diédral, soit le groupe d’isométrie d'un
polyedre platonique.

Preuve. Soit N l'ordre de G. Tout élément g € G distinct de I'identité fixe deux
points opposés de la sphére. Si p € S est un point fixe de g € G\ {I} et h € G, alors
h.p est un point fixe de hgh™'. On en tire deux conclusions :

1. G opere sur'ensemble X des point fixes d’éléments non triviauxde G :
X={peS?|3ge G\ I} telque g.p = p}

2. Pourtout p € X et tout h € G\{I} le stabilisateur Gp.p est égale hG,,h‘1 ;en
particulier card(Gh,p) = card(Gp).

Soit {p1,..., p4} un ensemble de représentants des orbites de G sur X. Par la for-
mule des classes

card(Orb(p;)) = N/ card(Gp,;), Vi=1,...q

Soit
Y={gpeGxX|geG\{l},g.p=p}

Puisque tout g € G\ {I} fixe exactement deux éléments de X nous avons

card(Y)= ) card{pe X|g.x=x}=2card(G\{I}) =2(N-1)
geGMD

Puisque nous avons
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card(Y) = ) card{ge G\{I}| g.x=x} = )_ (card(Gp) — 1)
peX peX

q
=) (card(Gp,)) — 1) card(Orb(p;))
i=1
a 1
- Nizzi (1 ~ card(Gp,)) )
On conclut que
2

d 1
°NT ,:Zl (1 ~ card(Gp,)) ) *:3)

ol on le rappelle, g estle nombre d’orbites de G sur X.
On pose n; = card(Gp,). Par la formule des classes n; divise N. On ordonnes
les orbites de fagon que

2=sm<sn<---=ng<N.

Puisque N = n; = 2 le membre a gauche de la (4.3) est strictement inférieur a 2 et
le membre a droite est supérieur a g/2. Donc g < 3.
Etudions toutes les solutions de I'identité (4.3).

1. g =1. Cela est impossible. Sinon, on aurait

q
1=2/N-) 1/n;<2/N-1/n; <1/N,
i=1

une contradiction car N > 1.
2. gq=2.0na

2
2/IN=) 1/n;=2/m,

i=1
légalité étant possible si et seulement si n; = ny. Cette inégalité implique
N/n; < 1. Puisque l'indice de G, dans G ne peut pas étre inférieur a 1
on doit avoir N = n; = ny. Donc tous les éléments de G fixent p; et po,
d’ott p; = —p2. Aucun élément de G envoie p; a —p; car ces deux points
appartiennent a orbites distinctes. Donc G est un sous-groupe du groupe
des rotations d’axe p; p». Puisque G est fini, il est cyclique, engendré par
une rotation d’angle minimal.

3. g =3, n; = np = 2. Dans ces cas, l'identité (4.3) nous donne n3 = N/2. Le
groupe Gy, est d’indice 2 et distingué dans G. Tois observations :
— Puisque Gy, est d’indice 2, par la formule des classes, I'orbite de p3 est
constitué de deux éléments : Orb(ps3) = {ps, pé}.
— Puisque Gy, est distingué dans G, le groupe Gy, fixe pj.
— Puisque tout g € SO(3) \ {I} stabilise uniquement deux points antipo-
daux, le point pj est égal au point —p3 opposé a p3.
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On conclut que Gp, est un sous-groupe du groupe des rotations d’axe ¢
passant p3 et —ps ; par conséquent G, est un groupe cyclique d’ordre n3 =
N/2 engendré par une rotation A d’angle 27/ n3 et d’axe £.

Le groupe Gp, = (A) est donc contenu dans le groupe des symétries d'un
ng-gon régulier P = qoq ... gn;—1 contenu dans le plan othogonal al'axe ¢.
Les sommets de le n3-gon P sont donnés par g; = A go. Puisque Gp, = (A
est distingué dans G, le n3-gon P est envoyé dans lui-méme par tout autre
isométrie g € G. Donc G est contenu dans Dy, le groupe d’isométries de
un nz-gon régulier. Puisque 'ordre de G est égala N =2n3, ona G = Dy;.

. gq=3,nm =2, np =3, n=23.Dans ce cas N = 12. Lorbite de p3 consiste

alors de 4 points {p3 = qo, q1,--., q3}. Soit I le tétraedre de sommets {p3 =
qo, q1,---,q3}. Le groupe G opere sur 9 par isométries. Puisque 'ordre de
G est 12, le méme ordre que le groupe de symétries d'un tétraédre régulier,
le tétraédre  a toutes les symétries d'un tétraedre régulier et il est donc
régulier. Nous concluons que G est le groupe de symétrie d'un tétraedre
régulier. Remarquons, pour terminer que les points de I'orbite de p, sont
les sommets du tétragdre duala 9, ' = {—qo,—q1,..., — g3}, car toute iso-
métrie du tétraedre qui fixe un sommet, fixe aussi la face opposée.

. q=3,n1=2,ny =3, n=4.Dans ce cas N = 24. Lorbite de p3 consiste alors

de 6 points {p3 = qo, q1,. .-, gs}. Deux observations :

— Si p € G.p3 alors le stabilisateur de p est un conjugué de G, est donc
d’ordre 6. Réciproquement si p € X a un stabilisateur d’ordre 6, alors il
n’appartient pas a 'orbite de p; ou p» (car ces points on stabilisateurs
d’ordre 2 ou 3), et donc il appartient a ’orbite de ps3.

— Siun point p € X a un stabilisateur d’ordre 6, son opposé —p a aussi un
stabilisateur d’ordre 6, car toute isométries qui fixe p fixe —p aussi.
Nous concluons que les 6 points {p3 = qo,q1,..-,qs} de Uorbite de ps
viennent en paires de points opposés : aprés changement d’indices on
pourra supposer que G.ps = {p3 = qo, 41, G2, —qo, —q1, — q2}. Le groupe G,
est donc un sous-groupe du groupe de rotations d’axe ¢ passant par qo
et —qo. Comme il est d’ordre 4 il est engendré par une rotation A d’angle
/2 etd’ axe ¢. Soit © I'octaedre de sommets {ps = qo, 91, 2, — o, —q1, — G2}-
Le groupe G agit par symétries sur cet octaédre, et le sous-groupe (A) fixe
les sommets {gy, —qo} et permute les sommets {q1, G2, — g1, —G-}. Il s’ensuit
que @ est un octaedre régulier est que G est le groupe de symétries de cet

octaedre.

Terminons en remarquant que le groupes G, et Gp, correspondent aux

sous-groupes qui stabilisent un coté et une face de l'octaédre O, respecti-

vement.

. q=3,n1=2,ny=3,n=>5.Dans ce cas N = 60. Lorbite de p3 consiste alors

de 12 points G.p3 = {p3 = qo, q1,---, q12}. En argumentant comme dans le
cas précédent, on démontre que I'orbite G.p3 consiste de paires de points
opposés et que le sous-groupe Gy, est un sous-groupe d’ordre 5 du groupe
de rotations d’axe ¢ passant par ¢ et —¢p ; par conséquent il est engendré
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par une rotation A d’angle 2n/5 et d’axe ¢. Soit .# I'icosaedre engendré par
les sommets ¢;.

Comme G, a ordre 5, les orbites de G, sur’ensemble de sommets {p3 =
qo, 1., g1z} sont {qo}, (= o}, {q1, Aqy..., A*qi} et {-q1,~Aqy ..., —A'qu}.
Les deux sous-ensembles {ql,Aql...,A4q1} et {—q1,—-Aq ...,—A4q1} en-
gendrent deux pentagones réguliers qui ne sont pas dans les méme plan,
car sinon le icosaedre .# serait une double pyramide sur un décagone, avec
un groupe de symétrie Do d’ordre 20.

Il s’ensuit que le I'icosaédre .# est engendré par {qo}, {—qo} et les deux
pentagones {q1, Aqi ..., A*q1} et {—q1,—Aq1...,—A*q1} qui sont opposés,
orthogonales a 'axe ¢ et pas sur le méme plan. Un tel I'icosaédre .# a un
groupe de symétries d’ordre 60 si et seulement s'il est régulier.

Cela conclut la preuve car il pour n3 > 5il n'y a pas de solution N entiere a 1équa-
tion (4.3). O

4.3 Annexe : Un peu de théorie des groupes

4.3.1 Produits semi-direct de groupes

Notation. En général on note eg I'élément neutre d'un groupe G. Dans les groupes
matricieles, la matrice identité n x n est notée I,,.

Soient K et H deux groupes. Soit aussi donné un homomorphisme ¢ de K
dans le groupe d’automorphismes de H :

¢: K— Aut(H), k~— ¢i.
On introduit un opération interne sur 'ensemble K x H définie par
(k1, ) - (K, o) = (ki ka2, By i, (ha)). 4.4)

Avec cette opération K x H dévient un groupe. Vérifions I’associativité, en tenant
compte que ¢g, © P, = Pk, k, €t que ¢, (hh') = Pr, (W Py, (1) :

((k1, h1) - (k2, h)) - (K3, h3) = (k1 k2, hipr, (ha)) - (ks, hs3)
= (ki k2 ks, bk, (h2) P, k, (h3))
= (k1 ko ks, by Pk, (hopy, (h3)))
= (k1, m) - (kz2ks, hoi, (h3))
= (k1, ) - ((ka, h2) - (k3, h3))

11 est aussi facile de voir que (ek, ery) est 'élément neutre pour cette opération et
que l'inverse de (k, h) est I'élément (k1,1 (h71)).
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Définition 4.3.1. Lensemble K x H muni de 'opération de groupe (4.4) est dit le
produit semi-direct (externe) de groupes K et H suivant ¢.
Ce groupe est noté K X H.

Remarquons que K X H contient deux sous-groupes K "et H' isomorphes 2
K et H, respectivement ; ces groupes sont donnés par

K'={(k,ep) | ke K}, et H' ={(ex,h)|he H}
et les isomorphismes mentionnés sont les inclusion naturelles
keK— (keg)eK' et he H— (ex,h)e H'.

Il est facile de voir que les sous-groupes K’ et H' satisfont les propriétés sui-
vantes :

— K'n H' estréduit al'élément neutre de K x4 H.

— K’ et H' engendrent K x4 H car (ex, h) - (k,eq) = (k, h),

— H' estdistingué dans K x4 H et

(k,em) - (ex, h) - (k,er) ™! = (ex, pr(h)).

Réciproquement supposons que deux sous-groupes K et H d'un groupe G sa-
tisfont les propriétés suivantes :

1. Kn H estréduit a I'élément neutre de G.
2. Ket H engendrent G.
3. H estdistingué dans G.

Posons, pour tout k€ K ettout h € H,
¢or(h) = khk™.

L'application ¢: k € K — ¢y € Aut(H) ainsi définie est un homomorphisme. Il est
alors facile de vérifier que le groupe G est isomorphe au groupe K x » H, I'isomor-
phisme étant donné par 'application

(k,h)e KXy H— hkeG.

En conclusion un groupe G est, a un isomorphisme pres, un produit semi-
direct si et seulement si il contient deux sous-groupes K et H d'un groupe G sa-
tisfaisant les les propriétés 1, 2 et 3 ci-dessus.

Dorénavant nous dirons que le groupe G est le produit semi-direct (interne)
des sous-groupe K et H et nous écrirons G = K x H siles sous-groupe K et Hde G
satisfont les propriétés 1, 2 et 3 ci-dessus. (Dans le symbole x la pointe du triangle
est dirigée vers le sous-groupe distingué).

Il estimportant de remarquer que si G = K x4 H I'application

(k,h)—k
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est un homomorphisme surjectif (épimorphisme) de G sur K.

Remarque 4.3.2. Une suite d’homomorphismes - - - H; 1 Hi pad Hjo--- et dite
exacte si pour tout i 'image de ¢; coincide avec le noyau de ¢;.;. En particuliers
une suite exacte courte (dans laquelle 0 représente le groupe trivial)

0-HL6Y k=0

est équivalente a la donné d'un morphisme injectif H A G et d'un morphsime

surjectif G Y. K. On dit qu’'une suite exacte courte 0 — H 26 Y K- 0est dé-
ployée s'il existe un morphisme K Z Gtel que oo estl'identité de K. Il est facile
de voir que G est le produit semi-direct de H et K si et seulement s'il existe une
suite exacte déployée

0-uH26L k0.
g

4.3.2 Exemples notables de produits semi-directs

Tout groupe G qui posséde un sous-groupe H d’indice 2 et un élément f
d’ordre 2 est un produit semi-direct. En effet un sous-groupe d’indice 2 est dis-
tingué et si on pose K = {eg, f} toutes les propriétés 1-3 définissant un produit
semi-direct sont satisfaites.

Le groupe symétrique. Le groupe S, des permutation de n objets, dit groupe

symétrique a n lettres, le tombe dans cette classe : il est le produit semi-direct du
groupe alterné A, d’indice 2 et d'un sous-groupe engendré par un transposition.

Le groupe diédral. Un autre groupe dans cette classe est le groupe diédral D, le
groupe de symétries d'un polygone régulier P, a n cotés.

Si on place le centre du polygone a l'origine du plan et un sommet sur I'axe
des abscisses, le symétries du polygone P, sont engendrée par une rotation
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d’angle 27/n et la réflexion par rapport a I’axe des abscisses. En utilisant coor-
données complexes dans le plan ces deux transformation s’écrivent

R(z) ="z, S(2)=% (4.5)
ce qui permet de vérifier facilement les relations
R"=1, §=1I, SRS'=R"'=R71 (4.6)

La derniére relation implique SR/S™! = R"~J. Par conséquent, le groupe D,
consiste des 27 éléments R/ S, i =0,1 et j =0,1,...,n— 1 et il est engendré par le
sous-groupe cyclique (R) = Z/nZ d’ordre n et le sous-groupe (S) d’ordre 2.

Cela nous permet d’écrire

D, =(S) X (R).

Réciproquement, si G est un groupe engendré par deux éléments R et S satisfai-
sant les relations (4.6) alors G est isomorphe a D,.

Terminons par la remarque suivante. Lapplication R/S est une symétrie par
rapport a la droite qui forme un angle e™//" avec I'axe réelles; si n est impair
cette droite passe par un sommet et le milieu do coté opposé; si n est pair cette
droite passe par deux sommets pour j pair et par les milieu de deux cotés opposés
si j est impaire.

Les groupes précédents sont des groupes finis. La géométrie nous donne
d’autres exemples importants de produits semi-directs.

Le groupe affine. On se donne un espace vectoriel V de dimension n sur un
corps . On note GI(V) le groupe d'automorphismes de V, ce qui revient a dire
le groupe des applications linéaires inversibles de V dans lui-méme (la multipli-
cation dans ce groupe étant donnée par la composition). Une application affine
de V dans lui-méme est, par définition, une application L donnée par la formule

Lv=Av+b, ouAeGl(V),beV. 4.7)

Une telle application est uniquement déterminée par le couple (A, b) € GI(V) x
V et on pourra la noter Ly j lorsque cela convient. Un calcul facile donne les
identités

LaybyLag,by =LAy Ay by+A1by €L L;,lb =Lg1_g1p (4.8)
ot on aposé La, p,La, b, = La,b ©La, b Comme I'ensemble des applications
affines est stable par composition et passage a I'application réciproque, cet en-
semble est un sous-groupe du groupe de bijections de V sur lui-méme. On
note Aff(V) le groupe des applications affines de V sur lui-méme.

En observant la formule (4.7) définissant une application affine, on remarque
deux cas notables. Pour b = 0 I'application affine L, coincide avec I'automor-
phisme A; on peut donc regarder GlI(V) comme un sous-groupe de Aff(V) via
I'identification naturelle
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LA,O =~ A.

Si A=1I, ou I est]’'automorphisme identique de V sur V, alors I'application affine
L p coincide avec la translation t;, définie par

tpy: xXeVe—x+beV

Lensemble des translations T = {f;, | b € V} forme un sous-groupe du groupe
affine Aff(V) isomorphe au groupe additif sous-jacent a V car

tbl th = tb1+b2'

Lidentité

LipLao=Lap
montre que les sous-groupes Gl(V) et T engendrent le groupe affine Aff(V). Il est
aussi évident que le seul élément commune a GI(V) et a T est I’élément neutre
L1o. Finalement observons que le sous-groupe des translations est distingué : il
suffit pour cela de vérifier I'identité

AthA_l =Tfap-
En conclusion le groupe affine est un produit semi-direct
Aff(V)=GL(V)x T

du sous-groupe d’automorphismes GL(V) et du groupe T des translations de V.

Lorsque on se donne une base (ey,...,e;) de V etles coordonnées (xy, ..., x,) €
F" relatives a cette base, le groupe des automorphismes Gl(V) s’identifie au
groupe des matrices inversibles Gl(n,F) de taille n en associant a tout automor-
phisme sa matrice dans la base donnée. De méme une translation #;, est unique-
ment déterminée par les coordonnées (x1,...,x,) € F” du vecteur b relatives a la
base donnée ; cette correspondance est un isomorphisme de T sur F”. On obtient
ainsi un isomorphisme du groupe affine Aff(V) avec le groupe affine de F”

Aff(F") = GL(n,F) x F"*

Une facon simple de comprendre la structure du groupe Aff(F") est de le re-
garder comme un sous-groupe de GL(n + 1,F). Soit Aff(F") le sous-ensemble de
GL(n + 1,F) définit par

AFE(F") = {A = (@;,;) € GL(n+ 1, F) | Gns1,1 = Gne12 =" = Ansi,n = 0, Ans1ne1 = 1}

Une matrice A € Ef([F") s’écrit alors
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a1 apz -+ Aip|b
a1 ax -+ Gop|b2
~ R _(A b

n.
0 1), AeGL(n,F),belF"

Anl Ap2 *** Apn|by
0 0 - 0]1

et elle est donc complétement déterminée par le couple (A, b) € GL(n,F) x F";
I'identité

~ ~ A bl Ay bz A1Ar | Ay bz + bl
A1A2=(0|1)(0|1):( 0 I 1

montre, lorsque on la compare a la régle de multiplication(4.8), que AFE(F™) est
un sous-groupe de GL(n + 1,F) isomorphe a Aff(F").

Lorsque F = R ou C (ou plus généralement lorsque [ est une corps topolo-
gique), les groupes Aff(F") et GL(n + 1,F) ont une topologie induite par leurs in-
clusions, coordonnée par coordonnée, dans Fr+n et FntD?) respectivement. Les
regles de multiplication de ces groupes étant des fonctions polynomiales des
coordonnées, il est clair que ces groupes sont des groupes topologiques et que
Xff([F”) est un sous-groupe fermé de GL(n+ 1, ). Il est aussi évident que I'isomor-
phisme précédemment établit entre AFE(F™) et Aff(F") est un homéomorphisme
(en effet un difféomorphisme).

Ainsi nous pouvons a tous égards considérer le groupe affine Aff(F”) comme
un sous-groupe fermé du groupe topologique GL(n + 1,F).

La topologie du groupe Aff(F") se transporte au groupe Aff(V) via I'isomor-
phisme entre ces deux groupes déterminée par le choix d’'une base de V (la vé-
rification que cette définition ne dépende pas de la base choisie est laissée en
exercice).

Les sous-groupes des groupes affines.

Soit K uns sous-groupe fermé du groupe Gl(V) des automorphismes d’un es-
pace vectoriel de dimension finie. Examples naturels sont les sous-groupes K
préservant une forme bilinéaire sur V, le volume etc. Alors K x T est un sous-
groupe fermée du groupe affine Aff(V) = GI(V) x T.

Le groupe des isométries de I'espace euclidien.

Soit V une espace euclidien, ce qui revient a dire un espace vectoriel de di-
mension finie sur le corps R muni d'une forme bilinéaire (-,-) non dégénérée,
définie positive. La forme (:,-) est dite produit scalaire. Le produit scalaire défi-
nit une norme et une distance d sur V. Comme R est complet, 'espace métrique
(V, d) est complet.

Quitte a fixer une base orthonormée (ey,...,e,;) de V et a définir les coordon-
nées (xy,...,X,) € R" relatives a cette base, on pourra supposer que V = R" et que
le produit scalaire est définit par

n
%Yy =) Xiyi, YX=X1,..0,%), = (1,..., yn) €R™. 4.9)
i=1
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On identifiera alors l'algebre des endomorphismes linéaires de V a I'algebre
M (n,R) des matrices réelles carrée de taille n x n et le groupe Aut(V) a GI(R").

Notation. On notera E” 'espace R” muni de la distance euclidienne définie par
le produit scalaire (4.9).

Rappelons que le groupe orthogonale de R", noté O(n), est le sous-groupe du
groupe des automorphismes de R” qui préserve la forme bilinéaire (4.9).

Proposition 4.3.3. Toute isométrie de l'espace euclidienE" est la composition d'une
translation et d’une application linéaire orthogonale.

Preuve. Exercice. Voila les étapes. Soit ¢ une isométrie de E”.

1. En composant ¢ avec une translation on obtient une nouvelle isométrie
qui fixe I'origine. On pourra supposer donc que ¢ fixe I'origine,

2. On montre que ¢ envoie droites sur droites. Pour cela on utilisera le fait
que ||lx—yll = lx -zl + llz— y| siet seulement si x, y et z.

3. On montre que ¢ envoie une base orthonormée sur une base orthonor-
mée. Pour cela on utilisera le fait que un triangle est rectangle si et seule-
ment si le théoréme de Pythagore s’applique.

4. On conclura en montrant que ¢ préserve les angles. O

Par cette Proposition nous obtenons que le groupe Iso(E") des isométries de
I'espace euclidien E” est le sous-groupe du groupe affine Aff(R") donné par

Iso(E™) = O(n) x R".

Rappelons que le groupe orthogonale a deux composantes connexes : la compo-
sante de I’élément neutre I, est le sous-groupe SO(n) formé par les applications
orthogonales préservant I'orientation ; 'autre composante O~ (n) est formée par
les applications orthogonales qui renversent I'orientation. Cette décomposition
en composantes corresponde a la décomposition en matrices de déterminant +1
et —1 respectivement.

Rappelons que la connexité par arcs de SO(n) découle de la Proposition sui-
vante.

Proposition 4.3.4. Pour tout A € O(n) il existe une base orthonorméef = (fy,...,f,)
deE" telle que la matrice de l'application linéaire associée a A relative a la base f
est donnée par une matrice diagonale a blocs

) (4.10)
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oit 2k + ¢ + m = n, et Ry dénote la matrice de la rotation d'angle 0 dans R?, a
savoir
_[cosf —sin0
9=\ sin@ cosh |

En particulier, si A € SOk + 1) la matrice de U'application linéaire associée a A
relative a la base f est donnée par une matrice diagonale a blocs

Si A € SO(2k) la matrice de l'application linéaire associée a A relative a la base f
est donnée par une matrice diagonale a blocs

Ry

1

Ry

2

Ry,

On note Iso* (E") le groupe des isométries de E” qui préservent I'orientation.
On a alors

Iso" (E") =SO(n) x R”.



Chapitre 5
La géométrie au plat pays

5.1 Préliminaires

On muni R” de la structure d’espace euclidien définie par le produit scalaire
usuel et par la métrique qui en dérive.

L'espace des endomorphismes de I’espace vectoriel R” sera muni de la norme
d’opérateur || All = sup| =1 1AxIl.

On notera Iso(R") le groupe des isométries de 1”espace euclidien R”. Rappe-
lons que Iso(R") contient le sous-groupe T dont les élément sont les translations

ty: xeR"—x+veR", (veR™.

Le sous-groupe T est distinguée dans Iso(R") et isomorphe au groupe additif R”
via I'application v — t,,. Il agit transitivement sur R” ; par conséquent 'action de
Iso(R™) sur R" est transitive.

Les isométries de R" qui fixent 'origine sont des applications linéaires ortho-
gonales; le stabilisateur de I'origine est alors le groupe orthogonal O(n).

Le sous-groupe SO(n) de O(n), constitué par les applications préservant!’orien-
tation (isométries directes), est la composante connexe de l'identité I € O(n);
l'autre composante sera noté O~ (n). En nous départant des conventions habi-
tuelles, nous appellerons “rotation” tout élément de O(n), méme s’il renverse
I'orientation.

Toute isométrie L € Iso(R") s’écrit

L=Lpy: x— Ax+v, AeOn),veR’;

toute isométrie est donc la composition d'une translation ¢, = L;,, et d’'une rota-
tion Lap=A:
Lyy=1ty0A

Le groupe Iso(R") est donc le produit semi-direct de O(n) x T des ses sous-
groupes O(n) et T. On notera

77
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p: Iso®") —0(n), pLay)=A (5.1)

I'homomorphisme qui associe a une isométrie sa partie de rotation ; et on notera
7: Iso(R") — R", T(Lay)=v (5.2)

I'application qui associe a une isométrie sa partie de translation (I'image de 0).
Remarquons que, différemment de ’application p, 'application n’est pas un ho-
momorphisme; en effet on a

T(La,vLBw) =v+Aw

Pour a, B éléments d’'un groupe on note [a, 8] = afa"! B! leurs commuta-
teurs. Puisque I'application p est un homomorphisme on a

p([La,v,Lpwl) =[A, B] (5.3)
et un calcul facile montre que

T([Lay, Lpw)) = —[A,Blw—ABA ' v+ Aw + v

=(I-[AB)w—(I-Aw+A(I-B)A™ v G4
(La raison pour laquelle nous avons exprimé le membre a droite ci-dessus en
fonction de I — A et I — B est que les voisinages de I'identité jouent un réle parti-
culier dans la suite).
Remarquons que la norme de tout A € O(n) est égal a 1. Pour un élément A €
O(n) lanorme
IA=1I

a une simple interprétation géométrique; rappelons que tout A € O(n), a une
conjugaison pres dans O(n) s’écrit dans la forme (4.10); ou encore que tout
A € O(n) se diagonalise sur C" avec valeurs propres e'?/ avec ¢ j €10,27]. Nous
pouvons en conclure que [|[A—I|| = 2max;(1 - cos¢;). Donc le nombre [|A— I
encode le plus grand angle de rotation de la matrice A. Le voisinage de I'identité
suivant

Dris={AcOn) | |A-1Il=1/2}

et donc formé par les matrices dont tous les angles de rotation ¢; sont inférieurs
ou égales /3, en valeur absolu. Ce voisinage joue un role particulier grace au
Lemme suivant.

Lemme 5.1.1. Pour tout A,B € O(n)
I[A,Bl- I <2[[A-I|l|B—II.
En particulier si A, B € Dy3 alors [A,B] € Dy3.

Preuve. Puisque (A—1I)(B—1I)= AB— A—- B+ I, on obtient
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[A,B]-I1=(AB-BA)A™'B™' =((A-D(B-D-(B-D(A-D)A'B™".

On conclut en se souvenant que la norme d’opérateur est sous-multiplicative :
A1 Azl = 1 A1l A2ll. O

Pour toute matrice A € O(n), soit ¢ le plus grand angle de rotation de la matrice
A, soit Vj le sous-espace propre correspondant au valeur propres e*? dans C"
et V4 = VyNR". Par la formule (4.10), nous avons que e sous-espace V4 est stable
par Aetestégal a

Va={veR" I~ Avl=20~cosp)vl=II-Allvl}.

Le sous-espace orthogonale a V, est stable par A et nous le notons VAL. Pour tout
A €0(n) on adonc une décomposition orthogonale

R"=Vay® Vi (5.5)

La norme de la matrice I — A restreinte au sous-espace VAl est strictement in-
férieure a 2(1 — cos¢). Nous notons p(A) le trou spectrale entre ce deux sous-
espaces. Plus précisément

Notation. Pour tout A € O(n) on on pose

I(I— Ayl 1= Ayl
((A) = sup ———— — sup ————
A P I T

5.2 Sous-groupes d’isométries

Définition 5.2.1. Un groupe d’isométries de R” est dit uniforme si R /T est com-
pact.

Proposition 5.2.2. Soit T un sous-groupe discret d’isométries de R". Alors T agit
proprement sur R".

Preuve. Exercice. O

Proposition 5.2.3. Un sous-groupe discret d’'isométries de R" agit librement sur
R" si et seulement s'il est il est sans torsion .

Preuve. Soit Gamma un sous-groupe discret d'isométries de R”.
Si L € Gamma\ {Ljo} est un élément de torsion alors, il existe k > 1 tel que
k=1L 10- Le point x = %Zf;ol L'(0) est alors un point fixe de L et 'action de T

n’est pas libre.

1. Un groupe G est sans torsion si et seulement si g € G et gk = E¢ implique g = eg. (Un
élément d’ordre fini > 1 d'un groupe est dit un élément de torsion).
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Sil'action de I n'est pas libre il existe xo € R” et Ly € I tel que L4 px0 = Xo,
ce qui revient a dire Axp+ b = xp. Observons que A # I car le translations
n’'ont pas de points fixes. Le groupe I = z_,, I'ty, est un sous-groupe discret qui
n’agit pas librement sur R” car il est conjugué a I'. Ce groupe contient I'élément
txoLaptx, = Lao € O(n). Puisque I" est discret L est d’ordre fini, ce qui im-
plique que I et I’ ont de la torsion. O

Définition 5.2.4. Un groupe cristallographique de R" est un sous-groupe discret
et uniforme du groupe d’isométries de R”. Le quotient de R" par I'action d'un
groupe cristallographique est dit un orbifold euclidien. Un groupe cristallogra-
phique sans torsion est dit un groupe de Bieberbach.

SiT est un groupe de Bieberbach, 'application R” — R"/T est un revétement
(galoisien), dont I est le groupe d’automorphismes. Remarquons que, puisque
T agit sur R” par isométries, tout point dans I’espace quotient R" /T’ possede un
voisinage isométrique a un voisinage de I'espace euclidien R”.

Lemme 5.2.5. Si ' groupe cristallographique de R" il existe un nombre d tel que
pour tout x e R" et tout y e R", l'ensembleT.xN B(y,d) # @.

Preuve. Exercice. O

5.3 Réseaux de R”

Définition 5.3.1. Un sous-groupe A du groupe T des translations de R” est dit un
réseau s'il est discret et uniforme.

En d’autres termes, un réseau est une groupe cristallographique qui consiste
uniquement de translations.

Proposition 5.3.2. Un groupe discret d’isométries de R" est un réseau de R" si est
seulement s'il existe une base (by, ..., by) deR" telle que

A= {thy by 4os ke by € ISOR™) | (Ky, ..., k) € 27, (5.6)

En particulier un réseau de R" est isomorphe a Z". Le quotient R/ A est homéo-
morphe au tore T" via l'application obtenue par passage au quotient de l'applica-
tion

(X1,..., Xp) € R (ZFiDLN) 1 G27ibn, X0y € 1

Le groupe vectoriel de A, défini par
N ={beR"| €A}

est, d’habitude identifié au réseau (5.6) via I'isomorphisme b — ;.
Remarquons que I'orbite de tout point x € R” est donnée par x+ A’; en parti-
culier A’ coincide avec I'orbite de I'origine sous I'action de A.
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Définition 5.3.3. La systole d’'un réseau A de R" est le nombre réel
inf{Ibll | tp e A,b#0}
Puisque, pour tout f, € Aona
I tp.x —xIl = | DI

deux points d'une orbite d'un réseau sont toujours a distance plus grand ou égale
ala systole du réseau.

Proposition 5.3.4. Soit A un réseau dont la systole est minorée par 1. Alors la boule
de rayon R centrée dans l'origine contient au plus (2R +1)" points de \'.

Preuve. Les boules de rayon 1/2, centrées au points du réseau appartenant a la
boule de rayon R centrée dans |'origine, sont disjointes deux a deux et contenues
dans la boule de rayon R + 1/2. Leur volume est égal a y,,(1/2)" et le volume de la
boule de rayon est égal a y,(R+1/2)", ol1 y, estle volume de la boule unité. O

Soit A un réseau, soient cy, ..., cx € A’ et soit V 1'espace vectoriel engendré par
c1,...,Cx. La proposition suivante nous dit que si x est un point du réseau A’ qui
n’appartient pas au sous-espace V, alors x est asses éloigné de V dans le sens que
la composante de x orthogonale a V est minorée par une quantité qui ne dépend
que de du sous-réseau engendré par cj,..., Cx, de la dimension 7 et de la systole
du réseau.

La remarque suivante sera utile dans la preuve : pour tout v € V il existe une
combinaison linéaire a coefficients entiers des vecteurs c;, V'=lici+- 4+l cpy
telle que le vecteur v — v’ appartient a I’ensemble

Vo={sic1+--+sgcp, |18l <1/2,Vi=1,...,k}.

Proposition 5.3.5. Soit A un réseau dont la systole est minorée par 1. Soient
C1,...,C des point de N et notons V lespace vectoriel V engendré par ci, ..., k.
1 . . .
Alors pour tout x € A’ \'V la composante xV" de x orthogonale a V satisfait la mi-
noration
vt -n
lx” I=@+lell+...McelD™".
1
Preuve. Supposons par I'absurde que 1xV" 1 < (é(llcl [+---+ ||ck||))”l+1 et consi-
dérons les points x; = jxe A\ Vfor j=1,2,...,N,avec N = [B(lci ] +... llerlD) ™.

. L .
Nous pouvons écrire x = xV~ + v avec v € V et par conséquent

. L .
Xj= ix" +ju.
Par la remarque précédente on peut soustraire a chaque point x; une combinai-

son lin€aire a coefficients entiers des vecteurs c;, de fagcon a obtenir des nouveau
points x} du réseau A satisfaisant

. 1
}:]xv +vj, vjeV.
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Ces points sont tous distincts (car leurs composantes orthogonales a V sont dis-
tinctes) et contenus dans la boule de rayon

L 1
R=N[x""| +5(||C1|| +.o ekl <llenll +... ekl

Cela contredit le Lemme car leur nombre N = [3(|[c1 ]| +...[lck])"] est supérieur a
CUlell+-+lee+D™ O

5.4 Les théoréemes de Bieberbach

Théoréeme 5.4.1 (Premier Théoreme de Bieberbach). SoitI" groupe cristallogra-
phique de R". Alors p(T') est un sous-groupe fini et T N T est un réseau de R" et
l'unique sous-groupe abélien distingué maximal de T'. (Tout sous-groupe abélien
distingué deT est contenu dansT N T).

Théoréme 5.4.2 (Deuxieme Théoréme de Bieberbach). SoientT etT’ des groupes
cristallographiques deR". Si Alors T et T’ sont isomorphes alors ils sont conjugués
dans le groupe Aff(R™).

Théoréme 5.4.3 (Troisieme Théoréme de Bieberbach). A une conjugaison prés
dans le groupe Aff(R"), le nombre de groupes cristallographiques de R" est fini.

Dorénavant son supposera que I est un groupe cristallographique de R”.
On note £ (u, v) 'angle entre deux vecteurs u et v de R”.

Proposition 5.4.4. Pour tout vecteur unitaire u € R" et pour toute >0 etd >0, il
existe L, €T tel que

lA-Ill<e, v#0, <L(uv)<6.

Preuve. 1l existe D > 0 tel que I'orbite de 0 rencontre toute boule de rayon D. En
particulier il existe une suite

Lj:LAj,VjEF telle que ||vj—22jDu||<D.

Puisque O(n), on pourra extraire une sous-suite Ly(j telle que {Agp(j} converge.

Pour k > j suffisamment grands L = Ly, Lg;(lj) satisfait les conditions requises car

-1 -1 -1 -1
P L L) = Apto Ay T Lo Lygy) = Yotk = A Vo)
avec lim; x_j_oo |l Ap() Ag;(lj) —I1=0 et

_ k j k
17 (Lo Ly ) =2 Dull < 2+2°)D = 0(12* Dul). O
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Proposition 5.4.5. Tout élément L = Ly, € I satisfaisant |A—I|| < 1/2 est une
translation (c’estadirev=0etLe T).

Preuve. Silaproposition est fausse alors il existe L4, , € I" satisfaisant
IA-1I|<1/2, v#0. (5.7)

Dans ce cas, comme T est discret et agit proprement sur R”, il existe L4, € T tel
que |[A—-1I|<1/2, v #0 et v est de norme minimale :

vl =6 =min{llwll | Lpw €T, 1B~ Il < 1/2,w #0}.

Soit R" = Vy & VAL la décomposition orthogonale de R” définie en (2?) et, pour
w e R" soit w=wy + wj la décomposition orthogonale de w correspondante.

Si u € Vy, par la Proposition 5.4.4, il existe Lp ,, €' tel que | B—I|| <1/2, w #0
et £(u, w) < m/4. En particulier, pour tout

e<u(A)/8
I'ensemble Uy des Lg,,, €T tels que
w#0, IILUjIISIIwAII, et |B-Il<e (5.8)

est non vide.

On peut alors choisir Lg ;, € Uga,, tel que la norme || w/|| soit minimale. En par-
ticulier on a |w| > |lv| par le choixde Ly ,.

Soit L 5 = [La,v, Lp,wl, pour Lp,, € Uae. Alors

IB-1I|<2el|lA-I|<e€ (5.9)

et

W= (A-Nw+(I-B)w+A(I-B)A™ v (5.10)
Comme (A - I) préserve la décomposition orthogonale R” = V4 @ V+, par les in-
égalités (5.8) et (5.9), comme ||w/| > || v, nous obtenons

lwall = 1(I-A)wal —ellwl—elvl
= II(I—A) wall —2ellwll
et encore
Izl < I1(1-A)wyl +2ellwl.
d’ou
lwall =@z | = 1 (1= A)wall = (I - A)wll - 4ellw]

= (S () - ac) i >o. -
2
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Les inégalités (5.8) et (5.9), on a L z € Uy Par les inégalités (5.7), (5.8) et (5.9),
comme ||w| > || v||, nous obtenons

_ 1
Il < (5 +26) lwl < llwll.

Cela nous ameéne a une contradiction car Lg,;, a été choisi comme un élément de
Uy pour lequel la norme || w|| est minimale. O

Corollaire 5.4.6. Tout groupe cristallographique de R" contient contient un sous-
groupe engendré par n translations linéairement indépendantes.

Preuve. Soit T un groupe cristallographique de R”. Par la proposition 5.4.4, pour
toute base ey,...,e, de R” et tout 6 > 0, il existe n éléments LA].,U]. eI tels que
IA;=1II<1/2,v; #0, et A(ej, vj) < 6. Parla proposition 5.4.5, les éléments LA].'L,].
sont des translations f,,;. Si § est suffisamment petit, les vecteurs v; sont linéai-
rement indépendants. O

Corollaire 5.4.7. Tout groupe cristallographique de R" contient contient un sous-
groupe engendré par n translations linéairement indépendantes.

Preuve. Soit T un groupe cristallographique de R”. Par la proposition 5.4.4, pour
toute base ey,...,e, de R" et tout 6 > 0, il existe n éléments L Ajv; € I tels que
IA;=1II<1/2,v; #0, et A(ej, v;j) < 6. Parla proposition 5.4.5, les éléments LA],,U].
sont des translations 7,;. Si 6 est suffisamment petit, les vecteurs v; sont linéai-
rement indépendants. O

Proposition 5.4.8. SoitT un groupe cristallographique deR". 1l existe un conjugué
I deT dans le groupe affine Aff(R") tel que

— Lasystole du réseauT N T estégal al.

— Il existe une base de vecteurs normés dans T n T)'.

Lemme5.4.9. SiL =1Ly, €T etty €T, alors ta, €. Autrement dits, l'ensemble
des vecteurs de translations deT est stable par les automorphismes dans p(T').

Preuve. LA,,,tWLZ,lv =law. O

Lemme 5.4.10. Si R" = V| @ V» est une décomposition de R" en somme de deux
espaces orthogonaux préservés par le groupe cristallographiqueT, alors pour tout
isomorphisme J = J), 5, de R qui restreint a V; est une homothétie de rapport A;,
le groupe défini par Ty, 5, = JUJ~! est un groupe d’isométries de R", et donc un
groupe cristallographique. Si b; € V; et ty, .1, €T alors Jty, 45, ]~ = t3, by 42,5y -

Preuve. En décomposant un vecteur de R” suivant la décomposition orthogo-
nale V; ® V», on montre que e tout élémentdeI'y, 3, est une isométrie. Comme le
groupe I'y, 3, est conjugué aT, il est discret et uniforme. 0O

Preuve (Preuve de la proposition). Soit M = 0 le plus grand entier tel qu'il existe
un conjugué I’ de I dans le groupe affine Aff(R") et un sous-espace vectoriel V de
dimension M tel que
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1. VestT invariant.
2. Lasystole duréseauT n T est égal a 1.
3. Il existe une base de vecteurs normés dans (I'nT)' N V.

Montrons que M > 1. Par une changement d’échelle, (autrement dit en conju-
guant I" par une homothétie), nous pouvons supposer que pour toute translation
tyeT'nT,ona|v| =1 etquil existe e; € (I n T)' normé. Soit V; I'espace vecto-
riel engendré par p(I')e;. Cet espace est I'-invariante et engendré par une famille
finie de vecteurs normés Ae; avec Ly, € I'. Donc V; satisfait les propriétés 1-3.
ci-dessus et M > 1.

Supposons par 'absurde que M < n. Soit V; un sous-espace vectoriel V de di-
mension M tel que les propriétés 1-3. ci-dessus soient satisfaites pour un conju-
gué I de T dans le groupe affine Aff(R").

Puisque V; #R" et (CnT) engendre R”, il existe une translation ¢, € I'nT dont
la composante suivant I'espace VlL orthogonale a V; est non nulle.

En conjuguant I' par un isomorphisme J; de R" qui est I'identité sur V; et un
homothétie de rapport A \ 0 sur VlL on obtient un sous-groupe I'y isomorphe
aT qui contient une translation dont la composante suivant I'espace Vll estnon
nulle et aussi petite qu’on veut. Par la Proposition 5.3.5 la systole duréseauI'y N T
est inférieur a 1 pour A assez petit. Puisque pour tout e€ (I3 N T)' nV; = (T'n
T)Y nViona || = 1, il existe, pour tout A assez petit, un nombre fini d’éléments
t, € T')NT dontla composante suivant I'espace Vll orthogonale a V; estnon nulle
et dont le vecteur de translation v € R” est de norme inférieur a 1.

11 s’ensuit qu’il existe un plus petit A > 0 tel que I'y N T satisfait les conditions
suivantes :

— il existe e, € I'y N T dont la composante suivant I'espace Vll est non nulle

etlexl =1.

— pourtoutt,el’ynTonalv|=1.

On pose alors V; le sous-espace engendré par la famille de vecteurs normés
p(Ty)ez. Le sous-espace vectoriel V) + V, a dimension > M et satisfait les proprié-
tés 1-3. ci-dessus pour I'y qui est un conjugué de I" dans le groupe affine Aff(R").
Cela contredit la maximalité de M. Donc M =n. O
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