
A.A. 2014-15 Géométrie et Topologie – Exercices pour le DS 2 Feuille 2

Exercice 2.1.

(1) Vérifier que le groupe unitaire spécial deC2, noté SU(2), est difféomorphe à la sphère
unité S3 ⊂R4.

(2) Montrer que l’espace tangent à l’élément neutre de SU(2) est donné par le sous-
espace vectoriel h⊂ M(2,C) formé par les matrices antihermitiennes de trace nulle.
L’espace vectoriel h est isomorphe à R3 via l’isomorphisme

Φ : (x, y, z) ∈R3 7→
(

i x y + i z
−y + i z −i x

)
(3) Montrer que SU(2) agit sur h par (g , H) ∈ SU(2)×h 7→ g H g−1 ∈ h.

(4) Vérifier que detΦ(w) = ∥w ∥2, pour tout w ∈ R3. En déduire un homomorphisme
p : SU(2) → SO(3).

(5) Montrer que le morphisme p est surjectif et que ker p = ±I , où I dénote l’élément
neutre de SU(2).

(6) Conclure que p est un revêtement à deux feuillets de SO(3) et que SO(3) est difféo-
morphe à l’espace projectif P3(R).

Solution.

(1) Le groupe SU(2) est le sous-groupe de GL(2,C) des matrices unitaires de détermi-
nant égal à 1, c’est à dire des matrices A satisfaisant les identités

A† A = I , det A = 1. (2.1)

où A† dénote la matrice conjuguée et transposée de la matrice A. L’identité A† A = I

est équivalente à l’identité . . . . Si A =
(
α β

γ δ

)
et det A = 1, le calcul suivant . . . montre

que
γ=−β̄, δ= ᾱ

et donc

SU(2) =
{

A ∈ GL(2,C) | A =
(
α β

−β̄ ᾱ

)
, |α|2 +|β|2 = 1

}
. (2.2)

Soit H le sous-espace vectoriel de M(2,C) défini par

H=
{

A ∈ M(2,C) | A =
(
α β

−β̄ ᾱ

)
,α,β ∈C

}
. (2.3)

L’application ϕ : R4 ≈C2 →H définie par ϕ(α,β) =
(
α β

−β̄ ᾱ

)
est un isomorphisme R-

linéaire (et donc un difféomorphisme C∞) de R4 sur H. L’identité (2.2) montre que
SU(2) est l’image par l’isomorphisme ϕ de la sphère unité de R4. On conclut que
SU(2) est une sous-variété différentiable de l’espace vectoriel H (et donc de M(2,R)
) difféomorphe par l’application ϕ à la sphère unité S3.

(2) La conclusion de la partie (1) est que SU(2) est la sous-variété de M(2,R) définie par
les équations (2.1). Le calcul suivant . . . montre que la différentielle DF de l’applica-
tion F : A ∈ M(2,C) 7→ (A† A,det A) ∈H ×C est donnée au point A ∈ M(2,C) par

DFA(H) = (A†H +H † A, trace(A†H)), ∀H ∈ M(2,R)

En particulier pour A = I on obtient

DFI (H) = (H +H †, trace(H))

Le noyau de DFI est donc l’espace vectoriel des matrices antihermitiennes de trace
nulle, autrement dit l’espace h. Toute matrice de h peut s’écrire, de façon unique,
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sous la forme

(
i x y + i z

−y + i z −i x

)
car . . . . L’application Φ est évidemment linéaire et

donc un isomorphisme.

(3) (Première solution) Pour tout g ∈ SU(2), considérons la conjugaison Cg : h ∈ SU(2) 7→
g hg−1 ∈ SU(2). Comme Cg1 ◦Cg2 = Cg1g2 , le groupe SU(2) agit sur lui-même par
(g ,h) 7→Cg (h) (action par conjugaison).

L’application Cg est la restriction à SU(2) de l’application Ĉg de M(2,R) dans
lui-même définie par la même formule. Cette dernière application est un isomor-
phisme linéaire et donc un difféomorphisme C∞. Cela nous dit que Cg est une ap-
plication différentiable C∞ de SU(2) dans M(2,R) car . . . ; c’est même un difféomor-
phisme C∞ de SU(2) sur lui-même car son inverse est donné par Cg−1 . L’action par
conjugaison de SU(2) sur lui-même est donc une action par des difféomorphismes.

Comme pour tout g ∈ SU(2), on a Cg (I ) = I la différentielle de l’application Cg

au point I est une application linéaire de l’espace tangent en I à SU(2) dans lui-
même : autrement dit (DCg )I : h→ h. Comme Cg1 ◦Cg2 =Cg1g2 , on a aussi (DCg1 )I ◦
(DCg2 )I = (DCg1g2 )I ce qui implique que le groupe SU(2) agit par applications (au-
tomorphismes) linéaires sur h.

Il est facile de vérifier que (DCg )I (H) = g H g−1 ; en effet, la différentielle (DCg )I

coïncide (!) avec la restriction à h de la différentielle en I de l’application Ĉg ; cette
dernière se calcule sans soucis car l’application Ĉg est linéaire. On pose par la suite
pg : H ∈ h 7→ g H g−1 ∈ h.

(Solition 2, alternative) Vérifions que l’espace h est stable par conjugaison par
éléments de SU(2) ; pour tout H ∈ h et g ∈ SU(2) nous avons

(g H g−1)† = (g−1)†H †g † = g H †g−1 =−g H g−1

et
trace(g H g−1) = trace(g−1g H) = trace(H) = 0.g−1 =−g H g−1

donc g H g−1 appartient à h. On pose pg : H ∈ h 7→ g H g−1 ∈ h. Comme pg1 ◦ pg2 =
pg1g2 , le groupe SU(2) agit sur h.

(4) Pour w = (x, y, z) ∈R3 et Φ(w) = H le calcul suivant

det H = detΦ(w) = x2 + y2 + z2 = ∥w ∥2

démontre la première assertion. On muni h du produit scalaire image par l’isomor-
phisme Φ du produit scalaire usuel de R3. Rappelons qu’on a posé pg : H ∈ h 7→
g H g−1 ∈ h et que cela définit une action de SU(2) sur h par automorphismes li-
néaires. Puisque

∥pg (H)∥2 = det pg (H) = det g H g−1 = det H = ∥H ∥2

on a alors ∥pg (H)∥ = ∥H ∥ pour tout g ∈ SU(2) et H ∈ h. Cela implique que l’applica-
tion pg preserve le produit scalaire de h. Autrement dit l’application pg est un auto-
morphisme orthogonal de l’espace euclidien h. Nous obtenons ainsi un morphisme
p : g ∈ SU(2) → pg ∈ O(h) de SU(2) dans le groupe des application orthogonales de
l’espace euclidien h. Remarquons que les trois matrices

σ1 =
(

i 0
0 −i

)
, σ2 =

(
0 1
−1 0

)
, σ3 =

(
0 i
i 0

)
(2.4)

forment une base orthonormée de h. Au moyen de cette base nous pouvons iden-
tifier tout pg avec un élément de O(3). Le morphisme p s’identifie alors à un mor-
phisme p : g ∈ SU(2) → pg ∈ O(3).

Le groupe SU(2) est connexe car homéomorphe à S3 et l’application p est conti-
nue. L’image de p(SU(2)) est donc un sous-groupe connexe de O(3), autrement dit
un sous-groupe connexe de SO(3).
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(5) Vérifions que ker p = {±I }. Évidemment {±I } < ker p. Si g ∈ ker p alors g H g−1 = H
pour tout H ∈ h, car . . . . Or, cela est équivaut à dire que g commute avec tout élé-

ment H ∈ h ; en particulier g commute avec les trois matrices σi . Pour g =
(
α β

−β̄ ᾱ

)
,

le calcul suivant ... montre que

α=±1, β= 0,

c’est-à-dire g =±I .

Montrons que l’application p est surjective.

(SOLUTION A) il suffit de démontrer que l’image de p contient un voisinage de
I ∈ SO(h) ≈ SO(3). En effet, la connexité du groupe SO(3) implique que tout voisi-
nage de I engendre SO(3).

Le groupe SO(3) est une sous-variété de M(3,R) de dimension 3, car . . . 1. Le
groupe SU(2) est aussi une sous-variété de M(3,C) de dimension 3. Pour montrer
que l’image de p contient un voisinage de I ∈ SO(h), il suffit alors de démontrer que
la différentielle Dp I de l’application p en I ∈ SU(2) est injective. De cela s’ensuit que
Dp I est un isomorphisme local et par le théorème d’inversion local et la définition
de sous-variété que p est un difféomorphisme d’un voisinage de I ∈ SU(2) sur un
voisinage de I ∈ SO(h).

Calculons la différentielle de l’application p : SU(2) → SO(h) ⊂ Aut(h) ⊂ End(h)
en I ∈ SU(2), c’est à dire de l’application

p : g ∈ SU(2) 7→ (H ∈ h 7→ g H g−1 ∈ h)

On obtient
(Dp)I : K ∈ h 7→ (H ∈ h 7→ K H −HK ∈ h)

car (Dp)I est la restriction à l’espace tangent en I à SU(2), (à savoir h), de l’applica-
tion . . . définie sur l’ouvert GL(2,C) ⊂C4 dont la différentielle est donnée par . . . .

Soit K ∈ h. On a K ∈ ker(Dp)I si et seulement si K H = HK pour tout H ∈ h. En
particulier K commute avec le trois matrices σi . Le calcul suivant ... montre alors
que K = 0. Par la discussion précédente, conclut la preuve de la surjectivité de p.

(SOLUTION B). Montrons que si g = gx,y,z :=
(

i x y + i z
−y + i z −i x

)
∈ SU(2) (ce qui

équivaut à dire x2 + y2 + z2 = 1) alors l’application linéaire pg ∈ SO(h) est égale à
l’identité sur la droite engendrée par w = xσ1 + yσ2 + zσ3 et est égale à la symétrie
v 7→ −v sur le sous-espace de h orthogonal à w . Cela découle du calcul suivant . . . .

Pour montrer la surjectivité de p il suffit alors de montrer que les applications
pgx,y,z avec x2 + y2 + z2 = 1 engendrent SO(h). Ces applications sont connues sous
le nom de retournements. On montre que la composition de deux retournements
pgx,y,z et pgx′ ,y ′ ,z′ est une rotation, dont on déterminera l’axe de rotation et l’angle de
rotation.

(6) On a montré que 0 → {±I } → SU(2)
p−→ SO(3) → 0 est une suite exacte de morphismes

(différentiables). Le groupe {±I } agit librement sur SU(2) et donc p : SU(2) → SO(3)
est un revêtement (Théorème 2.2.38 du cours) à deux feuillets car l’application p
est 2 à 1. Lorsque on identifie SU(2) à S3 les orbites du sous-groupe {±I } sont les
ensembles formés de paires de points antipodaux. L’espace projectif P3(R) étant dif-
féomorphe S3/± I , on obtient que SO(3) et P3(R) sont difféomorphes.

1. Rappel du cours/TD de Calcul différentiel : Considérer l’application de M(3,R) dans l’espace des ma-
trices symétriques 3×3 définie par A 7→ TA A. La différentielle de cette application est surjective en tout point.
Donc l’espace des matrices orthogonales est une sous-variété de M(3,R). L’espace vectoriel M(3,R) est de di-
mension 9 et l’espace vectoriel des matrices symétriques 3×3 est de dimension 6. Donc la sous-variété formée
par les matrices orthogonales a dimension 3(= 9−6).
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Exercice 2.2. Soit H le R-espace vectoriel de dimension 4 formé par les matrices

q = q(α,β) =
(
α β

−β̄ ᾱ

)
, α,β ∈C

muni de la norme euclidienne ∥q(α,β)∥2 = |α|2 +|β|2. Rappelons que le groupe SU(2)
s’identifie à la sphère unité S3 = {q ∈H | ∥q ∥ = 1}. Pour (q1, q2) ∈ SU(2)×SU(2) soit

ϕ(q1, q2) : q ∈H 7→ q1qq−1
2 ∈H

(1) Montrer que ϕ(q1, q2) est une isomorphisme linéaire orthogonal de H préservant
l’orientation, autrement dit un élément de SO(H) ≈ SO(4).

(2) En déduire que ϕ : SU(2)×SU(2) → SO(4) est un homomorphisme de groupes et que
SU(2)×SU(2) agit par isométries directes sur la sphère S3.

(3) Montrer que SO(4) est difféomorphe à
(

SU(2)×SU(2)
)
/{±(I , I )}.

Solution.

(1) L’application ϕ(q1, q2) est évidemment linéaire. Puisque ∥q ∥2 = det q pour tout q ∈
H on a ∥ϕ(q1, q2)q ∥2 = det q1qq−1

2 = det q1 det q det q−1
2 = det q = ∥q ∥2. Donc l’ap-

plication linéaire ϕ(q1, q2) préserve la norme et par polarisation le produit scalaire
de H. Cela montre que ϕ(q1, q2) ∈ O(H). L’application ϕ : SU(2)×SU(2) 7→ϕ(q1, q2) ∈
O(H) est continue. Comme SU(2)×SU(2) ≈S3 ×S3, l’image de ϕ est connexe donc
contenue dans SO(H).

(2) Il est immédiate de vérifier que ϕ(q1, q2)◦ϕ(q3, q4) =ϕ(q1q3, q2q4). Donc ϕ : SU(2)×
SU(2) 7→ ϕ(q1, q2) ∈ SO(H) est un morphisme de groupes. L’action de SU(2)×SU(2)
sur H étant isométrique, elle induit, par restriction, une action isométrique sur la
sphère unité de H, à savoir sur S3.

(3) Si ϕ(q1, q2) est l’application identique de H alors q1qq−1
2 = q pour tout q ∈H. Cela

implique q1q = qq2 pour tout q ∈ H. En particulier pour q = I in a q1 = q2. On
montre ensuite que q1 = q2 =±I , (exercice 2.1, question 5). On conclut que kerϕ=
±(I , I ).

Comme dans l’exercice 2.1, notons par h l’espace tangent à SU(2) en I . L’espace
tangent à SU(2)×SU(2) en (I , I ) est alors h⊕h. La différentielle de l’application ϕ au
point (I , I ) ∈ SU (2)×SU(2) est égale à

(Dϕ(I ,I ) : (K1,K2) ∈ h⊕h 7→ (q ∈H 7→ K1q −qK2 ∈H)

Si (Dϕ(I ,I ))(K1,K2) = 0 on a K1q − qK2 = 0 pour tout q ∈ H. Pour q = q(1,0) = I ,
on obtient K1 = K2. On montre ensuite que K1 = K2 = 0 (Exercice 2.1, question
5). En conclusion (Dϕ(I ,I )) est injective. Comme SU(2)×SU(2) est une sous-variété
de M(2,C)×M(2,C) de dimension 6 et SO(4) est une sous-variété de M(4,R) de di-
mension 6 (pourquoi ?), l’application (Dϕ(I ,I )) est un isomorphisme linéaire de l’es-
pace h⊕h tangent à SU(2)×SU(2) en (I , I ) sur l’espace tangent à SO(4) en I . Nous
concluons que l’application ϕ(I ,I ) est un difféomorphisme d’un voisinage de (I , I )
dans SU(2)×SU(2) sur un voisinage de I dans SO(4).

Exercice 2.3. Rappelons de l’exercice 2.1 que le groupe SU(2) s’identifie à la sphère unité
S3 ≈ {q ∈H | ∥q ∥ = 1}, (où H est le R-espace vectoriel de dimension 4 défini par la for-
mule (2.3)) ; que nous avons un morphisme surjectif p : SU(2) → SO(3) de noyau {±I } ;
que cela établit une identification de SO(3) avec SU(2)/{±I } et donc de SO(3) avec l’es-
pace projectif P3(R) =S3/{±I }.

Rappelons de l’exercice 2.2 que SU(2)×SU(2) opère sur la sphère unité S3 ≈ {q ∈H |
∥q ∥ = 1} par ((g1, g2), q) 7→ g1qg−1

2 ; que nous avons un morphisme surjectif p : SU(2)×
SU(2) → SO(4) de noyau {±(I , I )}.
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(1) Montrer que tout sous-groupe Γ< O(4) opérant librement sur S3 est contenu dans
SO(4)

(2) Montrer que l’unique élément d’ordre 2 de O(4) opérant librement sur S3 est l’élé-
ment −I .

(3) Soient Γ un sous-groupe de SU(2)×SU(2) et Γ′ son image dans SO(3)×SO(3) par le
morphisme p ×p. Montrer que l’action de Γ sur S3 induit, par passage au quotient,
une action de Γ′ sur P3(R).

(4) Montrer que l’action de Γ< SO(3)×SO(3) sur P3(R) ≈ SO(3) donnée en formules par

((g1, g2), A) ∈ Γ′×SO(3) 7→ g1 Ag−1
2 ∈ SO(3) (2.5)

est libre si et seulement si l’identité est l’unique élément (γ1,γ2) ∈ Γ tel que γ1 soit
conjugué à γ2 dans SO(3).

(5) Montrer que si Γ est un un sous-groupe fini de SO(3) le sous-groupe Γ opère libre-
ment sur P3(R) ≈ SO(3) et que le quotient MΓ = P3(R)/Γ est une variété différen-
tiable de dimension 3. Le groupe fondamentale de la variété MΓ est égal au groupe
Γ̃ = p−1(Γ) préimage de Γ par le morphisme p : SU(2) → SO(3) établi dans l’exer-
cice 2.1. En particulier, lorsque Γ est le groupe d’isométries de l’icosaèdre, la variété
quotient MΓ est une variété de dimensions 3 avec un groupe fondamentale d’ordre
120 (le groupe binaire icosaédrique), connue sur le nom sphère d’homologie Poin-
caré.

Solution.

(1) Soit A ∈ O(4) avec det A =−1. Par la Proposition 4.3.4 du cours la matrice A possède
une ou trois valeurs propres égales à−1. Par conséquent au moins une valeur propre
de A est égal à 1. Cela implique que A fixe un point sur la sphère S3.

(2) Si A ∈ O(4) est d’ordre 2 ses valeurs propres sont ±1. Si une valeur propre de A est
égal à 1 la matrice A fixe un point sur la sphère S3.

(3) Les éléments ±I ∈ SU(2) commutent avec tout élément de SU(2). Donc si (g1, g2) ∈ Γ

et g ∈ SU(2) on a

g1{g ,−g }g−1
2 = {g1g g−1

2 , g1(−g )g−1
2 } = {g1g g−1

2 ,−g1g g−1
2 }.

Donc l’action de Γ sur S3 ≈ SU(2) passe au quotient et donne une action de Γ sur
P3(R) ≈ SU(2)/{±I }. On a aussi

(−g1){g ,−g }g−1
2 = {(−g1)g g−1

2 , (−g1)(−g )g−1
2 } = {g1g g−1

2 ,−g1g g−1
2 } = g1{g ,−g }g−1

2

et l’identité analogue obtenue en changeant de signe à g2. Donc pour tout (g1, g2) ∈
Γ les quatre éléments (±g1,±g2) ont la même action sur P3(R). On conclut que L’ac-
tion de Γ sur P3(R), induit une action de Γ′ < SO(3)×SO(3) sur P3(R) ≈ SO(3) donnée
en formules par

((g1, g2), A) ∈ Γ′×SO(3) 7→ g1 Ag−1
2 ∈ SO(3)

(4) Soit (g1, g2) ∈ Γ< SO(3)×SO(3) tel que g2 = hg1h−1 avec h ∈ SO(3), on a g1h−1g−1
2 =

h−1 et donc h−1 est un point fixe de (g1, g2). Réciproquement s’il existe h ∈ SO(3) tel
que g1hg−1

2 = h, on a g2 = h−1g1h.

(5) Tout sous-groupe H d’un groupe G opère librement sur G par translation (à gauche),
car . . . . Par conséquent un groupe fini Γ < SO(3) opère librement par par transla-
tion à gauche sur SO(3). Soit Γ̃ la préimage du groupe Γ× {I } < SO(3)×SO(3) par le
morphisme p ×p. La projection de Γ̃ dans SO(3)×SO(3) est le groupe Γ× {I }. Par la
partie (3) de cet exercice l’action de Γ̃ par isométries sur S3 définie dans le texte de
l’exercice passe au quotient donne une action par difféomorphismes de Γ× {I } sur
P3(R) ≈ SO(3). Par la formule (2.5), cette action est exactement l’action à gauche de
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Γ sur SO(3). On conclut que le quotient MΓ = P3(R)/Γ est une variété différentielle
(de dimension 3 car P3(R) est de dimension 3).

Exercice 2.4. Soient p, q deux entiers positifs premiers entre eux et soit ω une racine
primitive p-ième de l’unité (par exemple ω = exp(2πi /p)). On note S3 la sphère unité
dans R4 ≈C2 :

S3 = {(z1, z2) ∈C2 | |z1|2 +|z2|2 = 1}.

Posons
j .(z1, z2) = (ω j z1,ω j q z2), ∀ j ∈Z, ∀(z1, z2) ∈C2.

(1) Vérifier que l’application ( j , (z1, z2)) 7→ j .(z1, z2) définit, par passage au quotient,
une action du groupe Z/pZ sur S3.

(2) Montrer que l’action de Z/pZ sur S3 ainsi définie est libre. En déduire que le quo-
tient deS3 par l’action ci-dessus définie est une variété différentielle C∞, dite espace
lenticulaire L(p, q).

(3) Vérifier que L(2,1) =P3(R).

(4) Montrer que π1(L(p, q)) =Z/pZ.

(5) Montrer que si q2 = ±q±1
2 modulo p alors les espaces L(p, q1) et L(p, q2) sont dif-

féomorphes. (Indication : considérer les applications (z1, z2) 7→ (z1, z̄2) et (z1, z2) 7→
(z2, z1)).

Solution.

(1) Exercice banal.

(2) Si j .(z1, z2) = (z1, z2) alors . . . . Pour tout j ∈Z/pZ, l’application

z1, z2) ∈S3 7→ (ω j z1,ω j q z2) ∈S3

est un difféomorphisme C∞ de la sphère S3 sur elle même car . . . . Par le Théorème
. . . du cours l’espace quotient de cette action est une variété différentielle C∞.

(3) Pour p = 2 et q = 1 on a ω=−1 et l’action de Z/2Z= {0,1} est donnée par

0.(z1, z2) = (z1, z2), 1.(z1, z2) = (−z1,−z2).

L’espace quotient de cette action est donc donné par l’identification de points anti-
podaux de S3, autrement dit c’est l’espace projectif P3(R).

(4) La sphère S3 est simplement connexe, donc . . . .

(5) Soit αp.q l’action de Z/pZ sur S3 définie par

αp,q ( j , (z1, z2) = (ω j z1,ω j q z2)

et posons α j
p,q (z1, z2) =αp,q ( j , (z1, z2))

Par définition, l’espace lenticulaire L(p, q) est le quotient de S3 par cette action.

Si q2 = q1 mod p on a ω j q1 = ω j q2 pour tout j ∈ Z et donc les action de Z/pZ
données par αp,q1 et αp,q2 coïncident et donc L(p, q1) = L(p, q2).

Si q2 =−q1 mod p considérons le difféomorphismeϕdeS3 défini parϕ(z1, z2) =
(z1, z̄2). On a

α
j
p,q2

(ϕ(z1, z2)) =α
j
p,q2

(z1, z̄2) = (ω j z1,ω j q2 z̄2) = (ω j z1,ω− j q1 z̄2)

=ϕ(ω j z1,ω j q1 z2) =ϕ(α j
p,q1

(z1, z2))

Cela montre que le difféomorphisme ϕ entrelace les actions αp,q1 et αp,q2 , en en-
voyant bijectivement l’orbite du point (z1, z2) sous l’actionαp,q1 sur l’orbite du point
ϕ(z1, z2) sous l’action αp,q2 . Donc l’application ϕ passe aux quotients par ces ac-
tions et donne un bijection ϕ̂ : L(p, q1) → L(p, q2). L’application ϕ̂ est un difféomor-
phisme, car . . . .
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L’identité q2 = q−1
1 mod p signifie qu’il existe un entier ℓ tel que q1q2 +ℓp = 1 ;

donc, pour tout j ∈Z, si k = j q2, on a j = kq1 + jℓp et j = kq1 mod p.

Considérons le difféomorphisme ϕ de S3 défini par ϕ(z1, z2) = (z2, z1). On a

α
j
p,q2

(ϕ(z1, z2)) =α
j
p,q2

(z2, z1) = (ω j z2,ω j q2 z1)

=ϕ(ω j q2 z1,ω j z2) =ϕ(ωk z1,ωkq1 z2) =ϕ(αk
p,q1

(z1, z2))

Comme auparavant l’applicationϕpasse aux quotients par les actionsαp,q1 etαp,q2 ,
et donne un difféomorphisme ϕ̂ : L(p, q1) → L(p, q2).


