A.A.2014-15 Géométrie et Topologie — Exercices pour le DS 2 Feuille 2

Exercice?2.1.
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4)

5)

(6)

Vérifier que le groupe unitaire spécial de C?, noté SU(2), est difféomorphe a la sphere
unité S% c R%,
Montrer que 'espace tangent a I'élément neutre de SU(2) est donné par le sous-
espace vectoriel h « M (2,C) formé par les matrices antihermitiennes de trace nulle.
Lespace vectoriel b est isomorphe a R? via 'isomorphisme

ix +iz

@:(x,y,z)e[ﬂf’-—» . y .
-y+iz —ix

Montrer que SU(2) agit sur b par (g, H) e SU(2) xh— gHg ' e .

Vérifier que det®(w) = | w|| 2 pour tout w € R3. En déduire un homomorphisme
p: SU(2) —SO(3).

Montrer que le morphisme p est surjectif et que ker p = £1, ou I dénote I'élément
neutre de SU(2).

Conclure que p est un revétement a deux feuillets de SO(3) et que SO(3) est difféo-
morphe a I'espace projectif P3(R).

Solution.

1)

@)

Le groupe SU(2) est le sous-groupe de GL(2,C) des matrices unitaires de détermi-
nant égal a 1, c’est a dire des matrices A satisfaisant les identités

ATA=1 detA=1. 2.1

oi1 A" dénote la matrice conjuguée et transposée de la matrice A. Lidentité ATA =1

est équivalente al'identité....Si A = (i g) etdet A =1, le calcul suivant... montre
que )
Y= _:6’ b=a

et donc

SU(2) = {A €GL(2,C) | A= (_“B g) Nal®+1B1% = 1}. 2.2)
Soit H le sous-espace vectoriel de M(2,C) défini par

a p
H=4Ae M_2,C)| A= _ﬁ— d,a,ﬁEC . (2.3)
, L 4 o o a P i .

Lapplication ¢: R* = C* — H définie par ¢(a, f) = (—,B d) est un isomorphisme R-

linéaire (et donc un difféomorphisme C*®) de R* sur H. Lidentité (2.2) montre que
SU(2) est 'image par l'isomorphisme ¢ de la sphére unité de R*. On conclut que
SU(2) est une sous-variété différentiable de 1'espace vectoriel H (et donc de M(2,R)
) difféomorphe par I'application ¢ a la sphere unité S3.

La conclusion de la partie (1) est que SU(2) est la sous-variété de M(2,R) définie par
les équations (2.1). Le calcul suivant ... montre que la différentielle DF de l'applica-
tion F: A€ M(2,C) — (AT A,det A) € # x C est donnée au point A € M(2,C) par

DF,(H) = (A"H+ H' A, trace(A"H)), VHe M(2,R)
En particulier pour A = I on obtient
DF;(H) = (H+ H', trace(H))

Le noyau de DFj est donc I'espace vectoriel des matrices antihermitiennes de trace
nulle, autrement dit I'espace h. Toute matrice de h peut s’écrire, de facon unique,
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4)

ix y+iz
-y+iz —ix
donc un isomorphisme.

sous la forme car .... Lapplication ® est évidemment linéaire et

(Premiere solution) Pour tout g € SU(2), considérons la conjugaison Cg: h € SU(2) —
ghg™! € SU(2). Comme Cgq, 0 Cg, = Cg,g,, le groupe SU(2) agit sur lui-méme par
(g, h) — Cq(h) (action par conjugaison).

Lapplication Cy est la restriction a SU(2) de I'application Cg de M(2,R) dans
lui-méme définie par la méme formule. Cette derniére application est un isomor-
phisme linéaire et donc un difféomorphisme C*. Cela nous dit que Cy est une ap-
plication différentiable C* de SU(2) dans M (2,R) car ... ; c’est méme un difféomor-
phisme C* de SU(2) sur lui-méme car son inverse est donné par C,-1. Laction par
conjugaison de SU(2) sur lui-méme est donc une action par des difféomorphismes.

Comme pour tout g € SU(2), on a Cg(I) = I la différentielle de I'application Cg
au point I est une application linéaire de 1'espace tangent en I a SU(2) dans lui-
méme : autrement dit (DCg);: h — h. Comme Cg, 0 Cg, = Cg,g,, 0na aussi (DCg )0
(DCg,)1 = (DCyg,g,)1 ce qui implique que le groupe SU(2) agit par applications (au-
tomorphismes) linéaires sur b.

Il est facile de vérifier que (DC¢);(H) = gH g,f1 ; en effet, la différentielle (DCyg)
coincide (!) avec la restriction a h de la différentielle en I de I'application C‘g; cette
derniére se calcule sans soucis car I'application Cg est linéaire. On pose par la suite
pg:Heh—gHg 'eh.

(Solition 2, alternative) Vérifions que I'espace h est stable par conjugaison par
éléments de SU(2) ; pour tout H € et g € SU(2) nous avons

(gHg—l)T — (g—l)THTgT — gHTg—l — _gHg—l
et
trace(gHg_l) = trace(g_lgH) = trace(H) = O.g_1 = —gHg_1
donc gHg™! appartient a h. On pose pg:Hebh— gHg ' € h. Comme Pg ©Pg, =
Pg g 1€ groupe SU(2) agit sur b.
Pour w = (x,y,2) € R3 et ®(w) = H le calcul suivant
detH=det®(w)=x*+y*+2z° = |w|?

démontre la premiére assertion. On muni h du produit scalaire image par I'isomor-
phisme ® du produit scalaire usuel de R3. Rappelons qu’on a posé pg:Hebh—
gHg ' € b et que cela définit une action de SU(2) sur b par automorphismes li-
néaires. Puisque

| pg(H) 12 = det pg(H) = detgHg ™ = detH = || H||?

onaalors || pg(H) || = || H| pour tout g € SU(2) et H € fj. Celaimplique que I'applica-
tion pg preserve le produit scalaire de h. Autrement dit I'application pg est un auto-
morphisme orthogonal de I'espace euclidien . Nous obtenons ainsi un morphisme
p: g € SU2) — pg € O(h) de SU(2) dans le groupe des application orthogonales de
I'espace euclidien . Remarquons que les trois matrices

i 0 0 1 0 i
Ul=((l) —i)’ Uz=(_1 0), 03=(l. (l)) (2.4)

forment une base orthonormée de . Au moyen de cette base nous pouvons iden-
tifier tout pg avec un élément de O(3). Le morphisme p s’identifie alors & un mor-
phisme p: g € SU(2) — pg € O@3).

Le groupe SU(2) est connexe car homéomorphe a S® et 'application p est conti-
nue. Limage de p(SU(2)) est donc un sous-groupe connexe de O(3), autrement dit
un sous-groupe connexe de SO(3).



Q)

(6)

Vérifions que ker p = {+I}. Evidemment {+I} < kerp. Si g € kerp alors gHg ! = H
pour tout H € b, car .... Or, cela est équivaut a dire que g commute avec tout élé-

ment H € hy; en particulier g commute avec les trois matrices o;. Pour g = (_aﬁ g ),
le calcul suivant ... montre que
a=x1, =0,
c’est-a-dire g = +1.
Montrons que I'application p est surjective.

(SOLUTION A) il suffit de démontrer que I'image de p contient un voisinage de
I € SO(h) = SO(3). En effet, la connexité du groupe SO(3) implique que tout voisi-
nage de I engendre SO(3).

Le groupe SO(3) est une sous-variété de M(3,R) de dimension 3, car Ll Le
groupe SU(2) est aussi une sous-variété de M(3,C) de dimension 3. Pour montrer
que I'image de p contient un voisinage de I € SO(h), il suffit alors de démontrer que
la différentielle Dpy del’application p en I € SU(2) est injective. De cela s’ensuit que
Dpj est un isomorphisme local et par le théoreme d’inversion local et la définition
de sous-variété que p est un difféomorphisme d’'un voisinage de I € SU(2) sur un
voisinage de I € SO(b).

Calculons la différentielle de I'application p: SU(2) — SO(h) < Aut(h) < End(h)
en I € SU(2), c’est a dire de I'application

p:geSUR)— (Heh— gHg 1 eb)

On obtient
(Dp);: Keh— (Hebh— KH—- HK €h)
car (Dp) est la restriction a I'espace tangent en I a SU(2), (a savoir h), de 'applica-
tion ... définie sur I'ouvert GL(2,C) = C* dont la différentielle est donnée par....
Soit K€ h. On a K € ker(Dp); si et seulement si KH = HK pour tout H € ). En
particulier K commute avec le trois matrices ;. Le calcul suivant ... montre alors
que K = 0. Par la discussion précédente, conclut la preuve de la surjectivité de p.

ix y+iz
-y+iz —ix
équivaut a dire x* + y? + z* = 1) alors I'application linéaire p, € SO(h) est égale a
I'identité sur la droite engendrée par w = xo1 + yo2 + z03 et est égale a la symétrie
v— —v sur le sous-espace de h orthogonal a w. Cela découle du calcul suivant....

(SOLUTION B). Montrons que si g = 8xyz = € SU(2) (ce qui

Pour montrer la surjectivité de p il suffit alors de montrer que les applications
Pg.,. avec x% + y? + z2 = 1 engendrent SO(h). Ces applications sont connues sous
le nom de refournements. On montre que la composition de deux retournements
Pg.y. et Pg, , sestune rotation, dont on déterminera I'axe de rotation et 'angle de
rotation.

On amontré que 0 — {+I} — SU(2) LA SO(3) — 0 est une suite exacte de morphismes
(différentiables). Le groupe {+1} agit librement sur SU(2) et donc p: SU(2) — SO(3)
est un revétement (Théoréme 2.2.38 du cours) a deux feuillets car I'application p
est 2 4 1. Lorsque on identifie SU(2) a S® les orbites du sous-groupe {+1} sont les
ensembles formés de paires de points antipodaux. Lespace projectif P (R) étant dif-
féomorphe S8/ + I, on obtient que SO(3) et P3(R) sont difféomorphes.

1. Rappel du cours/TD de Calcul différentiel : Considérer I'application de M(3,R) dans I'espace des ma-

trices symétriques 3 x 3 définie par A— TAA. La différentielle de cette application est surjective en tout point.
Donc I'espace des matrices orthogonales est une sous-variété de M (3,R). Lespace vectoriel M(3,R) est de di-
mension 9 et 'espace vectoriel des matrices symétriques 3 x 3 est de dimension 6. Donc la sous-variété formée
par les matrices orthogonales a dimension 3(=9 —-6).



Exercice 2.2. Soit H le R-espace vectoriel de dimension 4 formé par les matrices

q=q(ap) = (_aﬁ g) a,peC

muni de la norme euclidienne || g(a, 8) 2 = || +1B8]>. Rappelons que le groupe SU(2)
s'identifie a la sphere unité S = {g e H| || g || = 1}. Pour (g1, g2) € SU(2) x SU(2) soit

d(q1,q2): geH— q1qq;" €H

(1) Montrer que ¢(q1, g2) est une isomorphisme linéaire orthogonal de H préservant
I'orientation, autrement dit un élément de SO(H) = SO(4).

(2) Endéduire que ¢p: SU(2) x SU(2) — SO(4) est un homomorphisme de groupes et que
SU(2) x SU(2) agit par isométries directes sur la sphere S°.

(3) Montrer que SO(4) est difféomorphe a (SU(2) x SU(2))/{=(I, D)}.

Solution.

(1) Lapplication ¢(qy, g») est évidemment linéaire. Puisque || ¢ || = det g pour tout g €
Hona [l¢(q1,92)q 11> = detqiqq,"' = detqi detgdetq,' = detqg = || q||*>. Donc I'ap-
plication linéaire ¢(q1, q2) préserve la norme et par polarisation le produit scalaire
de H. Cela montre que ¢(q;, g2) € O(H). Lapplication ¢ : SU(2) x SU(2) — ¢(q1, q2) €
O(H) est continue. Comme SU(2) x SU(2) = S® x S3, 'image de ¢ est connexe donc
contenue dans SO(H).

(2) I estimmeédiate de vérifier que ¢(q1, g2)op(gs, qs) = d(g1Gs3, g2g4). Donc ¢ : SU(2) x
SU(2) — ¢(q1,g2) € SO(H) est un morphisme de groupes. L'action de SU(2) x SU(2)
sur H étant isométrique, elle induit, par restriction, une action isométrique sur la
sphere unité de H, a savoir sur S$°.

(3) Si ¢(q1,g2) est 'application identique de H alors g1 gq, 1 = g pour tout g € H. Cela
implique g1q9 = qqg» pour tout g € H. En particulier pour g = I in a g; = g2. On
montre ensuite que q; = g2 = +1, (exercice 2.1, question 5). On conclut que ker¢ =
+(I, D).

Comme dans I'exercice 2.1, notons par h) I'espace tangent a SU(2) en I. L'espace
tangent a SU(2) x SU(2) en (I, I) est alors h @ h. La différentielle de 'application ¢ au
point (I, 1) € SU(2) x SU(2) est égale a

Doy : (K, K)ehoh— (geH— Kig—qgK; eH)

Si (D¢1,n)(K1,Kz) =0 on a Kjqg—gK; =0 pour tout g € H. Pour g = g(1,0) = I,
on obtient K; = K». On montre ensuite que K; = K, = 0 (Exercice 2.1, question
5). En conclusion (D¢ ; ) est injective. Comme SU(2) x SU(2) est une sous-variété
de M(2,C) x M(2,C) de dimension 6 et SO(4) est une sous-variété de M(4,R) de di-
mension 6 (pourquoi ?), 'application (D¢ 1)) est un isomorphisme linéaire de I'es-
pace h @ h tangent a SU(2) x SU(2) en (I, I) sur I'espace tangent a SO(4) en I. Nous
concluons que I'application ¢, est un difffomorphisme d'un voisinage de (I, )
dans SU(2) x SU(2) sur un voisinage de I dans SO(4).

Exercice2.3. Rappelons del’exercice 2.1 que le groupe SU(2) s’identifie a la sphere unité
SN {geH]| gl =1}, (ouH est le R-espace vectoriel de dimension 4 défini par la for-
mule (2.3)); que nous avons un morphisme surjectif p: SU(2) — SO(3) de noyau {+1};
que cela établit une identification de SO(3) avec SU(2)/{+I} et donc de SO(3) avec l'es-
pace projectif P3(R) = S3/{+1}.

Rappelons de l'exercice 2.2 que SU(2) x SU(2) opére sur la spheére unité SRS {geH|
gl =1} par ((g1,82),.9) — &1 qu‘l ; que nous avons un morphisme surjectif p: SU(2) x
SU(2) — SO(4) de noyau {+(I, )}.
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Montrer que tout sous-groupe I' < O(4) opérant librement sur S° est contenu dans
SO(4)

Montrer que I'unique élément d’ordre 2 de O(4) opérant librement sur S° est 1'é1é-
ment —1.

Soient I' un sous-groupe de SU(2) x SU(2) et I'” son image dans SO(3) x SO(3) par le
morphisme p x p. Montrer que 'action de I' sur S® induit, par passage au quotient,
une action de I’ sur P3(R).

Montrer que I'action de I' < SO(3) x SO(3) sur P3(R) =~ SO(3) donnée en formules par
((g1,82), A eT’' xSOB) — g1 Ag, ' €S0(3) (2.5)

est libre si et seulement si I'identité est 'unique élément (y;,y2) € I tel que y; soit
conjugué a y, dans SO(3).

Montrer que si I' est un un sous-groupe fini de SO(3) le sous-groupe I" opére libre-
ment sur P3(R) = SO(3) et que le quotient My = P3(R)/T est une variété différen-
tiable de dimension 3. Le groupe fondamentale de la variété Mr est égal au groupe
I= p’l(l“ ) préimage de I par le morphisme p: SU(2) — SO(3) établi dans I'exer-
cice 2.1. En particulier, lorsque I' est le groupe d’isométries de 'icosaédre, la variété
quotient Mt est une variété de dimensions 3 avec un groupe fondamentale d’ordre
120 (le groupe binaire icosaédrique), connue sur le nom sphere d’homologie Poin-
caré.

Solution.

1)

2)

3)

4

5)

Soit A€ O(4) avec det A = —1. Par la Proposition 4.3.4 du cours la matrice A posséde
une ou trois valeurs propres égales a —1. Par conséquent au moins une valeur propre
de A est égal a 1. Cela implique que A fixe un point sur la sphere S°.

Si A € O(4) est d’ordre 2 ses valeurs propres sont +1. Si une valeur propre de A est
égal 2 1 la matrice A fixe un point sur la sphere S°.

Les éléments +1 € SU(2) commutent avec tout élément de SU(2). Doncsi (g1,82) €T
etgeSU((2)ona

818 -8 = 18188 . 81(-8)8; "1 = 18188 ' - 81885 1.

Donc l'action de T sur $® = SU(2) passe au quotient et donne une action de I' sur
P3(R) =~ SU(2)/{+I}. On a aussi

(—g1lg,~glg: = ((-g1gg; (-8 (-8)g: 1 = {g188: ' ~8188 1 = 118, ~81&: |
et 'identité analogue obtenue en changeant de signe a g». Donc pour tout (g1, g2) €
T les quatre éléments (g, +g2) ont la méme action sur P3(R). On conclut que Lac-
tion de I sur P3 (R), induit une action de I'” < SO(3) x SO(3) sur P*(R) = SO(3) donnée
en formules par

((g1,82), A eT’' xSO3) — g1 Ag, ' €S0(3)

Soit (g1, g2) € T <SO(3) x SO(3) tel que g, = hg1h~' avec h € SO(3), on a glh_lgz_1 =
h~!etdonc h~! estun point fixe de (g1, g2). Réciproquement s’il existe h € SO(3) tel
que g1hg,' =h,onag, =h7'gh.

Tout sous-groupe H d'un groupe G opere librement sur G par translation (a gauche),
car .... Par conséquent un groupe fini I' < SO(3) opere librement par par transla-
tion a gauche sur SO(3). Soit I la préimage du groupe I x {I} < SO(3) x SO(3) par le
morphisme p x p. La projection de " dans SO(3) x SO(3) est le groupe I' x {I}. Par la
partie (3) de cet exercice 'action de I’ par isométries sur S® définie dans le texte de
I'exercice passe au quotient donne une action par difféomorphismes de I" x {I} sur
P3(R) = SO(3). Par la formule (2.5), cette action est exactement I’action 2 gauche de
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I' sur SO(3). On conclut que le quotient Mr = P3(R)/T" est une variété différentielle
(de dimension 3 car P3(R) est de dimension 3).

Exercice 2.4. Soient p, q deux entiers positifs premiers entre eux et soit w une racine
primitive p-iéme de 'unité (par exemple w = exp(27i/p)). On note S° la spheére unité
dansR* = C?:
S°={(z1,22) € C* |1z * #1221 = 1.
Posons
j(z1,2) = (@ z1,w25), VYj€Z, VY(z,z)eC’

(1) Vérifier que 'application (j,(z1,22)) — j.(z1,22) définit, par passage au quotient,
une action du groupe Z/pZ sur S3.

(2) Montrer que I'action de Z/pZ sur S® ainsi définie est libre. En déduire que le quo-
tient de S® par I'action ci-dessus définie est une variété différentielle C*, dite espace
lenticulaire L(p, q).

(3) Vérifier que L(2,1) = P3(R).

(4) Montrer que 1 (L(p,q)) =Z/pZ.

(5) Montrer que si g = J_rqzil modulo p alors les espaces L(p, q1) et L(p, q2) sont dif-
féomorphes. (Indication : considérer les applications (z1, z2) — (21, 22) et (z1,22) —
(z2,21)).

Solution.

(1) Exercice banal.

(2) Sij.(z1,22) = (z1,2) alors.... Pour tout j € Z/ pZ, 'application

21,22) €S® — (W 21,0/ 92,) € S®
est un difféomorphisme C* de la sphere S® sur elle méme car .... Par le Théoréme
...du cours I'espace quotient de cette action est une variété différentielle C*°.
(3) Pourp=2etg=1onaw=-1etl'actionde Z/2Z = {0, 1} est donnée par
0.(z1,22) = (21,22), 1.(21,22) = (—21,—22).
Lespace quotient de cette action est donc donné par I'identification de points anti-
podaux de S3, autrement dit c’est 'espace projectif P3(R).
(4) Lasphere S3 est simplement connexe, donc....

(5) Soit a4 I'action de Z/ pZ sur 3 définie par
ap,q(j,(z1,22) = (wjzl,a)j"zz)

et posons a{,,q(zl,zz) =ap,q(],(21,22))
Par définition, I'espace lenticulaire L(p, g) est le quotient de S® par cette action.
Si g, = g1 mod p onaw/? =w/% pour tout j € Z et donc les action de Z/pZ
données par a4, et ap, 4, coincident et donc L(p, q1) = L(p, g2).
Sig, = —g; mod p considérons le difféomorphisme ¢ de S* défini par ¢(z1, z2) =
(z1,22).On a
o), 0, P21, 22) = @)y 4, (21, 22) = (@07 21,07 2) = (07 21,0777 )

= ¢’ 21,0’ " 29) = Pplay, 4, (21,2))
Cela montre que le difféomorphisme ¢ entrelace les actions ap 4, et ap4,, €n en-
voyant bijectivement I'orbite du point (z1, z2) sous 'action a, 4, surI'orbite du point
¢(z1, 22) sous l'action ap, 4,. Donc I'application ¢ passe aux quotients par ces ac-
tions et donne un bijection ¢: L(p, 1) — L(p, g2). Lapplication ¢ est un difféomor-
phisme, car ....
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Lidentité g = g7 I mod p signifie qu’il existe un entier ¢ tel que g1 g2 +¢p=1;
donc, pourtout je Z,sik=jgr,ona j=kq, + jépet j=kq mod p.
Considérons le difféomorphisme ¢ de S3 défini par ¢(z1,22) = (z2,21).Ona
) 0, ((21,22)) = @)y 4, (22, 21) = (@ 2,07 T 2)
= P/ 21,07 25) = P 21, 0" 25) = Pl 4, (21, 22))

Comme auparavant’application ¢ passe aux quotients parles actions ap 4, et ap, 4,,
et donne un difféomorphisme (/3: L(p,q1) — L(p, q2).



