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Les IIeme théoreme de Bieberbach

Théoréme A (Les [Teme théoréeme de Bieberbach). SoientI'y etT', deux groupes cristallo-
graphiques deR". Les groupes T'1 et T', sont isomorphes si et seulement s'il sont conjugués
par une application affine de R".

Exercice 1.1. Soit G un sous-groupe fini de O(n) et soit f: G — R" une application telle
que
f(A142) = f(A) + A1 f(Az), V(A1 A2) €GP (1.1

Montrer qu'il existe un point x € R” tel que f(A) = Ax — x.
Solution. On remarque que si un tel x existe on a

L Y fy= Ly ax-x,
Gl e Gl e
etque I_él Y aec Ax estun vecteur invariante sous I'action de G. Or, I’équation (1.1), nous
dit que la composante de f sur I'espace des vecteurs invariante sous I'action de G est
nulle.
Cet observation nous amene a définir
1

X:= (A).
|Gl A;Gf
Vérifions que x satisfait la propriété demandée. Pour tout A; € G, on obtient
1 1
Aix=—— Y Aif(A)=—— > Aif(A)
Gl freq Gl 4zeq
1
=—— (f(A1A2) - f(AD) = x+ f(A)D,
Gl dzeq
la derniere égalité résultant de 'observation suivante:: ... O

Notation . Pour A€ GL(n,R) et v e R" on note Ly , I'application affine L4 ,x = Ax+ v et
ty la translation ¢, (x) = x + v (o1 x € R"). On confondra 'application A et L.

Exercice 1.2. SoientI'; et I', deux groupes cristallographiques de R” isomorphes par un
isomorphisme ®:T'; — I',. Notons T le sous-groupe de Iso(R") formé par le translations.
Quitte a conjuguer I'; par une application affine on peut supposer queI''rN T =T>,NT
et que ® est un isomorphisme satisfaisant ®(#;) = 5 pour tout t, e I'1N T.

Solution. Par le Ier théoréme de Bieberbach (citation), on saitque 'y n T et I', N T sont

deux réseaux de R” engendrés par deux bases de R”, disons les (ey, ..., ey) et (e’l, ce ).

Cela signifie que I'y N T consiste des toutes et seules les translations ¢}, de vecteur b =

kiey +---+ kypep, avec (ky,..., ky) € Z". Une affirmation analogue s’applique al'>, N T.
Pour toute application A € GL(n,R) et toute translation ¢, € T on a

-1
Lagoty OLA,O =lay

Soit A € GL(n,R) 'unique application linéaire de R" telle que Ae; = e; pour tout i =
1,...,n.Onposel’, = Lao °r2°L:4}0- Le groupe I est alors une groupe cristallographique
conjugué alyettelquel'1NT=T,NTcar...

Lapplication @': y — Lago®(y)o L;}O est un isomorphisme de I'; sur I', tel que
pourtout tpel1NTonad® (tp) =ty el NT.

11 existe alors (pourquoi?) une application linéaire B € GL(n, Z) telle que le groupe
cristallographique I') = LggoI’) o Lé,lo , conjugué de I',, et 'isomorphisme ®": 'y — T
défini par ®"(y) = Lggo ®(y) o Lz_s,lo satisfont les propriétés suivantes Iy n T =T, N T et
@' (1,) = tp pourtout t, e N T. O
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Rappelons que siI" est un groupe cristallographique I'application
p:Layel—AcO(n)

est un homomorphisme.

Exercice 1.3. Soient I'; et I', deux groupes cristallographiques de R” tels que I'1 N T =
;N T etsoit ®:T'; — I', un isomorphisme satisfaisant ®(#,) = 5, pour tout f, e ' N T.
a) En considérant I'effet des conjugaisons sur des éléments de I'; n T, montrer que
p(@(La,)) =pLay) =A
Cette identité nous permet de définir une fonction g: I'; — R" telle que
D(Lav) =LagLy,-

En calculant ®(Ly,,y, © La,,»,) de deux fagons différentes montrer que

8(La Aysi+A1s,) = 8(Lay s)) + A18(Lay,s,) (1.2)
En déduire que pour tout £, €'y N T on a
8(Lav+p) =8Lav) +Db (1.3)
b) Montrer que la fonction f: A€ p(I'1) — g(La,») — v € R” est bien définie et satisfait
f(A1A2) = f(AD) + A1f(A2), VY(A1,A2) €pi) xpdy). (1.4)

En déduire qu'il existe x € R" tel que f(A) = Ax— x pour tout A€ p([';).

¢) Montrer que le conjugué de I', défini par I, = ty 0Ty 0 1 ! coincide avec T';.

Solution. (1) Soit ®(Ly ) =Ly . Pourtoutt,eT'1nTona

O(Layotpoly))=Layotyoly,

etdonc
tap = P(tap) = tarp

Puisque cette identité est valable pour tous les éléments b d’'un réseau de R” on conclut
que A=A’

Comme @ est un isomorphisme 'on a ®(L4,,y, © La,,»,) = P(La,, ) 0o P(La,,v,). En
développant le membre & gauche on obtient

D(Lay,vy ©Lay,uy) = PILA Ay, 51+ Ars;) = LAy Ap,g(A1 Azy51+ A1 52)

et en développent I'autre membre

Q(Lay,v,) 0 P(LAy,w,) = Lay,gAr,vy) © Lay,gAz,02) = LAy Ar,g(A1,01)+A1g(A2,0)»
d’ou1 I'identité souhaitée. Lorsque Lg,,,, = f; on obtient 'identité (1.3), car ...

(2) Le groupe p(I';) isomorphe aI'; /Ty N T car ... . Pour montrer que la fonction
f:T1/T1 N T — R" est bien définie il suffit vérifier que si f(La,, o tp) = f(L4,,) pour tout
Ly, el ettout tp € I'y N T. Ceci découle de I'identité (1.3), car ... .

En soustrayant la quantité ...de I'identité (1.2) on obtient ... ; I'identité (1.4) s’ob-
tient alors par passage au quotient. Par I’exercice 1.1 on sait que I'identité (1.4) implique
qu’il existe x € R” tel que f(A) = Ax — x pour tout A € p(T'y).

(3) Pourtout Ly, €'y ona
te®(Lay) b = txLag(Lyy) tl= Lagay-vix—Ax+v=Lay

O

Le deuxieme théoréme de Bieberbach suit de les résultats combinés des exercices 1.2 et 1.3



