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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriIntrodu
tionméthodes de Galerkine dis
ontinues (GD)introduites en '73 [Reed & Hill℄ pour des simulations en neutroniqueimpa
t limité à l'époqueregain d'intérêt 
onsidérable depuis environ une dé
enniepubli
ations/an relatives à GD (sour
e Maths
inet)
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriQuelques repères bibliographiquesproblèmes hyperboliquesanalyse numérique, 
as linéaire [Lesaint-Raviart '74℄liens ave
 les volumes �nis [Co
kburn-Karniadakis-Shu '00℄problèmes elliptiquesméthodes de pénalisation [Nits
he '71, Babu²ka '73, Douglas &Dupont '75, Baker '77, Wheeler '78, Arnold '82℄analyse uni�ée (Poisson) [Arnold, Brezzi, Co
kburn & Marini '01℄analyse uni�ée hyperbolique/elliptiquesystèmes de Friedri
hs [Ern & Guermond '06℄Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriMéthodes numériques 
on
urrentes Idi�éren
es �nies (DF)nuages de points (régulièrement disposés)approximation de valeurs pon
tuellesvolumes �nis (VF)volumes de 
ontr�leapproximations de valeurs moyennes sur les 
elluleséléments �nis (EF)espa
es fon
tionnels de dimension �nieapproximations des 
omposantes dans une baseAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriMéthodes numériques 
on
urrentes IIDi�éren
es �niesavantagessimpli
ité d'implémentation
adre théorique (Von Neumann) pour linéaire/régulier/
oef. 
st.pré
ision arbitraire en élargissant le sten
ilexpli
ite en temps possiblein
onvénientsmaillages 
artésiens en 2D/3Dstabilité et pré
ision non immédiates ave
 CLsolution su�samment régulière (développements de Taylor)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriMéthodes numériques 
on
urrentes IIIVolumes �nisavantagesintuitif à 
onstruire (notion de �ux)�exibilité géométrique (type de mailles)adaptés aux lois de 
onservation
adre théorique, même en non-lin. [Eymard, Gallouet & Herbin '00℄expli
ite en temps possiblein
onvénientsordre élevé 
omplexe sur triangulationstraitements spé
iaux pour opérateurs du 2ème ordreAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriMéthodes numériques 
on
urrentes IVEléments �nisavantages�exibilité géométrique (type de mailles)extension à l'ordre élevéadaptés aux problèmes elliptiques
adre théorique relativement 
omplet [Brenner & S
ott '02,Ern & Guermond '04℄in
onvénientsstabilisation pour les opérateurs d'ordre unimpli
ite en temps (sauf 
ondensation de masse)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriMéthodes numériques 
on
urrentes VGD : vers le meilleur de VF et EF?�exibilité géométriqueordre élevé/variable
adre théoriquee�
a
ité raisonnable hyperbolique/elliptiqueexpli
ite/impli
ite en tempsparallélisation possible... mais attention au 
oût numériquebeau
oup de degrés de libertésolveurs/pré
onditionneurs pour GDdeux visions 
omplémentaires des méthodes GD1. VF ave
 des
ription enri
hie dans les mailles2. EF ave
 dis
ontinuité aux interfa
esAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriEspa
es d'éléments �nis dis
ontinus Ifamille régulière de maillages {Th}hDPph = {vh ∈ L2(Ω); ∀T ∈ Th, vh|T ∈ Pp} (p ≥ 1)les degrés de liberté lo
aux sont indépendants d'une maille à l'autre(pas de 
ondition de ra

ord)dim(DPph) = Nma dim(Pp) = C pp+dNmaéléments �nis 
ontinus : CPph = DPph ∩ C 0(Ω)
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriEspa
es d'éléments �nis dis
ontinus IIrelations d'Euler2D : Nma ≃ 2Nso, Nar ≃ 3Nso3D : Nma ≃ 6Nso, Nfa ≃ 12Nso, Nar ≃ 7Nsoexemples(d = 2, p = 1) dim(CP1h) = Nso, dim(DP1h) = 3Nma ≃ 6Nso(d = 2, p = 2) dim(CP2h) ≃ 4Nso, dim(DP2h) = 6Nma ≃ 12Nsotableau 
omparatif d = 2 d = 3p DPph CPph DPph CPph1 6 1 24 12 12 4 40 83 20 9 80 27Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriEspa
es d'éléments �nis dis
ontinus IIIavantages de l'appro
he dis
ontinue�exibilité dans le 
hoix des fon
tions de basepossibilité de maillages non-
onformesvariation lo
ale de l'ordre polyn�mialtaux de 
onvergen
e optimaux quand la solution exa
te estlo
alement régulière à 
ondition que le maillage soit adapté aux 
ho
sin
onvénientsaugmentation du 
oût des 
al
uls (à maillage �xé)extension de 
odes EF 
ontinus en EF dis
ontinus pas toujours aisée(stru
ture de données, bou
les sur les fa
es)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posterioriPlan de l'exposéIntrodu
tion à la méthode GDle Lapla
ienméthode ave
 poids en di�usion hétérogène anisotropeadve
tion�di�usion�réa
tion (ADR)Estimations d'erreur a posteriori par �ux équilibrésdi�usion pureADR : estimation semi-robusteADR : estimation robusteBibliographieAE, Stephansen & Zunino, IMA JNA '08Di Pietro, AE & Guermond, SINUM '08AE & Stephansen, JCM '08AE, Stephansen & Vohralík, SubmittedAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionLe Lapla
ienLe problème modèle (f ∈ L2(Ω))
{
−∆u = f dans Ωu = 0 sur ∂Ωformulation faible : u ∈ H10 (Ω) t.q.B(u, v) := (∇u,∇v) = (f , v) ∀v ∈ H10 (Ω)où (·, ·) désigne le p.s. de L2(Ω)
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire Iproblème dis
ret: uh ∈ Vh := DPph t.q.Bh(uh, vh) = (f , vh) ∀vh ∈ Vhfa
es du maillage : Fh = F ih ∪ F∂hmoyennes et sauts (normale nF dirigée de T− vers T+)
{{ϕ}} = 12 (ϕ− + ϕ+) [[ϕ]] = ϕ− − ϕ+(au bord, {{ϕ}} = [[ϕ]] = ϕ)PSfrag repla
ements T−

T+FAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire IIlo
alisation des gradients maille par maille (gradients brisés)Bh(uh, vh) := (∇huh,∇hvh) :=
∑T∈Th(∇uh,∇vh)TBh n'est pas 
onsistante pour vh dis
ontinueBh(uh, vh) := (∇huh,∇hvh) − ∑F∈Fh(nF ·{{∇huh}}, [[vh]])FPour la solution exa
te u, par IPP, Bh(u, vh) = (−∆u, vh)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire IIIBh n'est pas symétriqueBh(uh, vh) := (∇huh,∇hvh)
−
∑F∈Fh{(nF ·{{∇huh}}, [[vh]])F + (nF ·{{∇hvh}}, [[uh]])F}Bh n'est pas 
oer
iveBh(uh, vh) := (∇huh,∇hvh) +

∑F∈Fh ̟h−1F ([[uh]], [[vh]])F
−
∑F∈Fh{(nF ·{{∇huh}}, [[vh]])F + (nF ·{{∇hvh}}, [[uh]])F}ave
 ̟ su�samment grand (dépend de la régularité du maillage)méthode SIPG (Symmetri
 Interior Penalty)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign par �ux numériques Iformulation mixte (problème à deux 
hamps)z = (s, u), u : variable primale; s : �ux di�usif




s+ ∇u = 0 dans Ω

∇·s = f dans Ωu = 0 sur ∂Ωzh = (sh, uh), uh ∈ Uh := Vh = DPph, sh := Sh = [Uh]dprin
ipe : 
onsidérer des fon
tions tests lo
alisées sur une maille etintégrer par parties Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign par �ux numériques IIformulation lo
ale : ∀T ∈ Th,
(sh,q)T − (uh,∇·q)T +

∑F⊂∂T(φsT ,F (zh),q)F = 0 ∀q ∈ [Pp(T )]d
− (sh,∇r)T +

∑F⊂∂T(φuT ,F (zh), r)F = (f , r)T ∀r ∈ Pp(T )�ux numériques (nT : normale extérieure à T )
φsT ,F (zh) :=

(nT{{uh}}0 φuT ,F (zh) :=

(nT ·{{sh}} + (nT ·nF )̟h−1F [[uh]] (F ih)n·sh +̟h−1F uh (F∂h )�ux 
onservatifs (φT+,F (zh) + φT−,F (zh) = 0)�ux 
onsistants : φT ,F (z) 
oïn
ide ave
 les �ux exa
tsAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign par �ux numériques IIIpour F ∈ Fh, rF : L2(F ) ∋ v 7−→ rF (v) ∈ Sh est tel que
∀qh ∈ Sh, (rF (v),qh) = (v ,nF ·{{qh}})FrF est à valeurs ve
torielles, 
olinéaire à nFle support de rF se réduit au(x) triangle(s) dont F est une fa
eon introduit l'opérateur globalRh : Uh ∋ uh 7−→ Rh(uh) =

∑F∈Fh rF ([[uh]]) ∈ Sh
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign par �ux numériques IVélimination lo
ale du �ux shon avait obtenu l'équation ve
torielle dis
rète: ∀qh ∈ Sh,
(sh + ∇huh,qh) − ∑F∈Fh(nF ·{{qh}}, [[uh]])F = 0qui se réé
rit

(sh + Gh(uh),qh) = 0ave
 le gradient dis
retGh(uh) = ∇huh − Rh(uh)d'où sh = −Gh(uh) Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign par �ux numériques Von avait obtenu l'équation s
alaire dis
rète: ∀vh ∈ Uh,
−(sh,∇hvh) +

∑F∈Fh(nF ·{{sh}}, [[vh]])F +
∑F∈Fh ̟h−1F ([[uh]], [[vh]])F = (f , vh)ou en
oreBh(uh, vh) := (Gh(uh),Gh(vh)) + jLDGh (uh, vh) = (f , vh)ave
 le terme de stabilisation (̟ > 0)jLDGh (uh, vh) =

∑F∈Fh ̟h−1F ([[uh]], [[vh]])FLo
al DG [Co
kburn & Shu '98℄Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionLien entre les deux appro
hes I
on 
onsidère une fon
tion test vh à support sur une mailleGh(vh) est à support sur 
ette maille et les trois voisineson identi�e les mailles où les degrés de liberté de uh sont 
ouplés à
eux de vh dans la méthode LDG
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionLien entre les deux appro
hes II
(∇huh,∇hvh)

(Rh(uh),∇hvh) + (∇huh,Rh(vh))
+ jLDGh (uh, vh)
(Rh(uh),Rh(vh))
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionLien entre les deux appro
hes IIIseul terme responsable de l'élargissement du sten
il à 10 triangles
ρh(uh, vh) := (Rh(uh),Rh(vh))nouvelle stratégie de pénalisationjSIPGh (uh, vh) := jLDGh (uh, vh) − (Rh(uh),Rh(vh))on retrouve exa
tement la méthode SIPGon 
omprend pourquoi ̟ doit maintenant être su�samment grand
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionLien entre les deux appro
hes IV
variante BRMPS [Bassi, Rebay et al. '97℄jBRMPSh (uh, vh) :=

∑F∈Fh ̟(rF ([[uh]]), rF ([[vh]]))
ondition de stabilité plus simple : ̟ > N∂ , le nombre de fa
esd'une maille
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDi�usion hétérogène anisotropeLe problème modèle (f ∈ L2(Ω))
{
−∇·(K∇u) = f dans Ωu = 0 sur ∂Ωformulation faible : u ∈ H10 (Ω) t.q.B(u, v) := (K∇u,∇v) = (f , v) ∀v ∈ H10 (Ω)K ∈ [L∞(Ω)]d,d symétrique et unif. dé�ni positifmaillage aligné ave
 les dis
ontinuités de KAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire IHouston, S
hwab & Süli 02Bh(uh, vh) := (K∇hv ,∇hw) +
∑F∈Fh(γK,F [[uh]], [[vh]])F

−
∑F∈Fh{(ntF{{K∇huh}}, [[vh]])F + (ntF{{K∇hvh}}, [[uh]])F}paramètre de pénalisation (̟ > 0 su�samment grand)

γK,F = ̟h−1F {{nKn}}
→ moyenne arithmétique des di�usivités normales à l'interfa
eAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire IImoyennes pondérées {{ϕ}}ω = ω−ϕ− + ω+ϕ+ ave
 des poidsdépendant de la di�usion (ω− + ω+ = 1)
ω− =

δK+

δK+ + δK−
ω+ =

δK−

δK+ + δK−
δK∓ = nF (K|T∓)nFmoyennes usuelles : ω− = ω+ = 12au bord, {{ϕ}}ω = ϕpermet de dé�nir les 
oe�
ients ωT ,F , T ∈ Th, F fa
e de TAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionDesign de la forme bilinéaire IIISymmetri
 Weighted Interior Penalty (SWIP)Bh(uh, vh) := (K∇huh,∇hvh) +
∑F∈Fh(γK,F [[uh]], [[vh]])F

−
∑F∈Fh{(ntF{{K∇huh}}ω, [[vh]])F + (ntF{{K∇hvh}}ω, [[uh]])F}paramètre de pénalisation (̟ > 0 su�samment grand)

γK,F = ̟h−1F (
δK+δK−

δK++δK−

)

→ moyenne harmonique des di�usivités normales à l'interfa
eestimations d'erreur (a priori) robustes en KAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionAdve
tion�di�usion�réa
tionProblème modèle
{
−∇·(K∇u) + β·∇u + µu = f dans Ωu = 0 sur ∂Ωformulation faible : u ∈ H10 (Ω) t.q. ∀v ∈ H10 (Ω)B(u, v) := (K∇u,∇v) + (β·∇u, v) + (µu, v) = (f , v)Di�
ultés spé
i�quesadve
tion dominante (grand Pé
let)réa
tion dominante (grand Damköhler)di�usion fortement hétérogène et anisotropeAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionTraitement GD des termes adve
tifs�réa
tifs I
β ∈ [L∞(Ω)]d , ∇·β ∈ L∞(Ω), µ ∈ L∞(Ω) et

∃µ0 > 0 tel que µ − 12∇·β ≥ µ0 p.p. dans Ω
ette hypothèse implique que la forme bilinéaireA(u, v) := (µu + β·∇u, v)est L2-
oer
ive sur H10 (Ω)formulation DGlo
alisation du gradientrestauration 
onsistante de la L2-
oer
ivité (�ux 
entrés)pénalisation moindres 
arrés des sauts (�ux upwind)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionTraitement GD des termes adve
tifs�réa
tifs IIlo
alisation du gradientAh(uh, vh) := (µuh + β·∇huh, vh)Ah n'est pas L2-
oer
iveAh(uh, vh) := (µuh + β·∇huh, vh) − ∑F∈Fh(β·nF [[uh]], {{vh}})F(au bord, la moyenne arith. est redé�nie 
omme {{ϕ}} = 12ϕ)
ette nouvelle forme bilinéaire est L2-
oer
ive et 
onsistanteAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionTraitement GD des termes adve
tifs�réa
tifs IIIpar simple IPPAh(uh, vh) = ((µ−∇·β)uh, vh)−(uh,β·∇vh)+ ∑F∈Fh(β·nF{{uh}}, [[vh]])Fformulation lo
ale : ∀T ∈ Th, ∀q ∈ Pp(T ),Ah(uh, q1T ) = ((µ−∇·β)uh, q)T−(uh,β·∇q)T+
∑F⊂∂T(φT ,F (uh), q)Fave
 le �ux numérique

φT ,F (uh) = β·nT{{uh}} (F ∈ F ih)
e �ux est 
onservatif et 
onsistantil s'agit du �ux 
entréAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionTraitement GD des termes adve
tifs�réa
tifs IVpénalisation moindres 
arrés des sauts (γβ,F = 12 |β·nF |)Ah(uh, vh) := (µuh + β·∇huh, vh) − ∑F∈Fh(β·nF [[uh]], {{vh}})F
+
∑F∈Fh(γβ,F [[uh]], [[vh]])Fmodi�
ation du �ux numérique

φT ,F (uh) = β·nTu↑h (F ∈ F ih)
e �ux est 
onservatif et 
onsistantil s'agit du �ux upwindAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionMéthode SWIP pour ADR IBh(uh, vh) := (K∇huh,∇hvh) + ((µ −∇·β)uh, vh) − (uh,β·∇hvh)
−
∑F∈Fh{(ntF{{K∇huh}}ω, [[vh]])F + (ntF{{K∇hvh}}ω, [[uh]])F}

+
∑F∈Fh(γF [[uh]], [[vh]])F +

∑F∈Fh(β·nF{{uh}}, [[vh]])Fave
 le paramètre de pénalisation γF = γK,F + γβ,F où
γK,F = ̟h−1F (

δK+δK−

δK++δK−

)
γβ,F = 12 |β·nF |estimations d'erreur (quasi-)optimales (en h) et robustes (en K)K dé�ni positif [AE, Stephansen & Zunino '08℄K semi-dé�ni positif [Di Pietro, AE & Guermond '08℄Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionMéthode SWIP pour ADR IIen présen
e d'adve
tion, les hétérogénéités de la di�usion peuventdé
len
her des 
ou
hes intérieures
as 1D isotrope [Gastaldi & Quarteroni '89℄
as multi-D anisotrope semi-dé�ni [Di Pietro, AE & Guermond '08℄où la solution exa
te peut être dis
ontinuedé
omposition de domaine par GDdi�usion isotrope hétérogène : robustesse requiert l'utilisation demoyennes pondérées [Burman & Zunino '06℄
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Le Lapla
ienDi�usion hétérogène anisotropeAdve
tion�di�usion�réa
tionMéthode SWIP pour ADR III
omparaison entre SWIP et une méthode IP sans pondération
arré unité divisé en 4 sous-domaines, 
hamp β tournantdi�usion en x dans 2 quadrants et en y dans les deux autres, tauxd'anisotropie 106 SWIP IP
0 1

0

1

−1e−06

6.66e−05

0.000134

0.000202

0.000269

0.000337

0.000405

0.000472

0.00054

0.000607

0.000675

0

1

0 1
0

1

−3.3e−05

3.68e−05

0.000107

0.000176

0.000246

0.000316

0.000386

0.000456

0.000525

0.000595

0.000665

0

1

les méthodes GD robustes pour ADR ave
 di�usion hétérogènedoivent utiliser des moyennes pondéréesAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsA posteriori error estimatesenergy norm error estimateslet u be the exa
t solution of a PDE with energy norm |||·|||let uh be an approximate solutiona posteriori error estimate
|||u − uh||| ≤ C ∑T∈Th ηT (uh)21/2lo
al e�
ien
y

∀T ∈ Th, ηT (uh) ≤ Ce�∗|||u − uh|||TT
an be used to drive mesh adaptivity, but not to deliver a
tual errorbounds if C is unknownAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsWhat properties should be ful�lled?guaranteed upper bound
|||u − uh||| ≤ nPT∈Th ηT (uh)2o1/2no unknown 
onstantrobustness in lo
al e�
ien
y
ηT (uh) ≤ Ce�∗|||u − uh|||TTCe�∗ independent of model dataasymptoti
 exa
tness
nPT∈Th ηT (uh)2o1/2

≤ Ce� |||u − uh|||Ce� → 1 with 
omputational e�ortAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLiterature overviewA posteriori error estimatesBabu²ka & Rheinboldt '78: introdu
tionLadevèze & Leguillon '83: equilibrated �uxes for elasti
ityZienkiewi
z & Zhu '87: gradient re
onstru
tionVerfürth '96: residual-based estimatesAinsworth & Oden '00: equilibrated residualsRepin '01: fun
tional estimatesLu
e & Wohlmuth '04: equilibrated �uxes for mixed FEVohralík '06: equilibrated �uxes for FV and mixed FEAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsEquilibrated �uxes for DGprevious work restri
ted to pure di�usionre
onstru
tion of interfa
e �uxesAinsworth '07re
onstru
tion of 
onservative (i.e. H(div)) di�usive �ux fromdis
rete solutionKim '07, Co
hez-Dhondt & Ni
aise '08numeri
al experiments [Lazarov, Repin & Tomar '08℄present work [AE, Stephansen & Vohralík '08℄heterogeneous, anisotropi
 di�usionnon
onforming meshessingular regimes resulting from dominant adve
tion or rea
tionAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsOutline
Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al results

Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsPure di�usion
Model problem: −∇·(K∇u) = fEnergy (semi)norm: |||v |||2 :=

∑T∈Th |||v |||2T with
|||v |||2T := ‖K 12∇v‖2Tset S = {ϕ ∈ H10 (Ω), |||ϕ||| = 1}

Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate I
There holds

|||u − uh|||2 ≤ infs∈H10 (Ω)
|||uh − s|||2

+ inft∈H(div) supϕ∈S
((f −∇·t, ϕ) − (K∇huh + t,∇ϕ))2

≤ 2|||u − uh|||2Guaranteed, globally robust, (almost) asymptoti
ally exa
t, but notpra
ti
ally 
omputable
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate IIProof of upper bound (Kim '07)Riesz proje
tion of dis
rete solution uh onto H10 (Ω)B(ψ, v) = B(uh, v) ∀v ∈ H10 (Ω)when
e it readily follows by Pythagoras
|||u − uh|||2 = |||uh − ψ|||2 + |||u − ψ|||2sin
e B(v , v) = |||v |||2
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate IIIObserve that
|||uh − ψ|||2 = infs∈H10 (Ω)

|||uh − s|||2and that
|||u − ψ|||2 = B(u − ψ, u − ψ) = B(u − uh, u − ψ)so that

|||u − ψ|||2 = B „u − uh, u − ψ

|||u − ψ|||

«2
≤ sup

ϕ∈S

B(u − uh, ϕ)2
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate IVProof of upper bound (
tn'd)To 
on
lude, observe that for all t ∈ H(div) and ϕ ∈ H10 (Ω)B(u − uh, ϕ) = (f , ϕ) − (K∇huh,∇ϕ)

= (f , ϕ) + (t,∇ϕ) − (K∇huh + t,∇ϕ)

= (f −∇·t, ϕ) − (K∇huh + t,∇ϕ)Proof of lower bounds = u ∈ H10 (Ω) and t = −K∇u ∈ H(div)
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IParti
ular sh ∈ H10 (Ω) and th ∈ H(div) need to be 
hosensh: Oswald interpolate of uhpres
ribed at suitable Lagrange nodes by arithmeti
 averages
IOs(uh)(V ) =

1
#(TV )

XT∈TV uh|T (V )di�usivity-weighted averages (Ainsworth '05)th: new H(div)-�ux re
onstru
tionAE, Ni
aise & Vohralík, CRAS '07 (
onforming meshes)AE, Stephansen & Vohralík, '08 (non
onforming meshes)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IIH(div)-�ux re
onstru
tion for DGPrevious work by Bastian & Rivière '03
heap (lo
al) re
onstru
tionuse neighboring values of −K∇uh but not DG s
hemeproje
tion onto Brezzi�Douglas�Marini FE spa
eL2-norm estimatePresent work
heap (lo
al) re
onstru
tionuse DG s
heme expli
itlyproje
tion onto Raviart�Thomas FE spa
eH(div)-norm estimate
an be used for many DG s
hemes (not only SWIP)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IIIRaviart�Thomas FE spa
es of degree l : RTlh
l = 0 l = 1Constru
tion of th ∈ RTlh (l = p or p − 1)dof's for normal 
omponent on ea
h fa
e: ∀qh ∈ Pl (F ),

(th·nF , qh)F = (−ntF{{K∇huh}}ω + γF [[uh]], qh)Fdof's in ea
h element: ∀rh ∈ P
dl−1(T ),

(th, rh)T = −(K∇uh, rh)T +
XF⊂∂T ωT ,F (ntFKrh, [[uh]])FAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IV
Πlh (l ≥ 0): L2-orthogonal proje
tion onto DPlhKey property: ∇·th = Πlhflet T ∈ Th and let ξ ∈ Pl (T ),

(∇·th, ξ)T = (th,∇ξ)T +
XF⊂∂T(nT ·th, ξ)F

= Bh(uh, ξ1T )

= (f , ξ)T
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VBasi
 estimate yields
|||u − uh|||2 ≤ |||uh − sh|||2 + sup

ϕ∈S
((f −∇·th, ϕ) − (K∇huh + th,∇ϕ))2

= |||uh − sh|||2 + sup
ϕ∈S

((f − Πlhf , ϕ − Π0hϕ) − (K∇huh + th,∇ϕ))2(Important notation) CK,T (
K,T ) max (min) eigenvalue of K on TPoin
aré inequality
‖ϕ − Π0hϕ‖2T ≤ CPhT‖∇ϕ‖2T (with CP = 1/π2)

≤ CP h2T
K,T |||ϕ|||2T
:= m2K,T |||ϕ|||2TAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VIThere holds
|||u − uh||| ≤ {∑T∈Th η2NC,T + (ηR,T + ηDF,T )2}1/2with

ηNC,T := |||uh − IOs(uh)|||T (non
onformity)
ηR,T := mK,T‖f − Πlhf ‖T (residual)

ηDF,T := ‖K 12∇uh +K− 12 th‖T (di�usion �ux)valid for arbitrary meshes (even anisotropi
), polynomial degree anddata (in L2(Ω)) Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VIIResidual-based estimate for Lapla
ianBe
ker, Hansbo & Larson '03, Karakashian & Pas
al '03
|||u − uh|||2 ≤ C1 XT∈Th h2T‖f + ∆uh‖2T (elt. residual)

+ C2 XF∈Fih hF‖n·[[∇uh]]‖2F (�ux non
onf.)
+ C3 XF∈Fh h−1F ‖[[uh]]‖2F (sol. non
onf.)C1, C2 and C3 remain undeterminedfor p
w. linears, ∆uh = 0: hT‖f ‖T as residual estimator is not sharpenough for DGpresent estimate is a lower bound for residual-based estimateAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
al e�
ien
y IResidual estimator ηR,T super
onvergesDi�usion �ux estimator ηDF,Tbounds on solution and gradient jumps [AE & Stephansen '08℄weights ωT ,F play a key role in the analysis
ηDF,T ≤ C C 1/2K,T
1/2K,T 0

@|||u − uh|||∗,FT +
XT ′∈TT C 1/2K,T ′
1/2K,T ′

|||u − uh|||T ′

1
Awith DG jump seminorm |||v |||2∗,F =

PF∈F
‖γ

1/2F [[v ]]‖2F and
FT = {F ∈ Fh; F ⊂ ∂T} TT = {T ′ ∈ Th; FT ∩ FT ′ 6= ∅}robust w.r.t. heterogeneitiesanisotropies remain lo
alAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
al e�
ien
y IINon
onformity estimator ηNC,Tstandard approximation result for Oswald interpolate
ηNC,T ≤ C C 1/2K,T
1/2K,TT |||u − uh|||∗,FTwith

FT = {F ∈ Fh; F ∩ ∂T 6= ∅} TT = {T ′ ∈ Th; T ∩ T ′ 6= ∅}with �monotoni
ity around verti
es� assumption (Bernardi &Verfürth '00) and a weighted Oswald interpolate (Ainsworth '05),
ηNC,T 
an be made robust w.r.t. heterogeneities in isotropi
 
asethe DG jump seminorm is 
ontrolled by the error energy norm ford = 2, p = 1 and K = Id (Ainsworth '07)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsADR: semi-robust estimatesModel problem: −∇·(K∇u) + β·∇u + µu = fRe
all that 
β,µ,T := minT (µ − 12∇·β) ≥ 0Energy (semi)norm |||v |||2T = ‖K 12∇v‖2T + ‖(µ − 12∇·β)
12 v‖2T

|||v |||2 :=
PT∈Th |||v |||2Tset S = {ϕ ∈ H10 (Ω), |||ϕ||| = 1}Semi-robustness: 
uto� fun
tions of lo
al Pé
let and Damköhlernumbers [Verfürth '98℄hT‖β‖∞,T 
−1K,T and h2T 
β,µ,T 
−1K,TAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate I
De
omposition of bilinear form B into B = BS + BA withBS(u, v) := (K∇hu,∇hv) +

(
(µ − 12∇·β)u, v),BA(u, v) :=

(
β·∇hu + 12 (∇·β)u, v)BS is symmetri
 and BS(v , v) = |||v |||2 on broken Sobolev spa
eH1(Th)BA is skew-symmetri
 on H10 (Ω)
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate II
Abstra
t framework [Vohralík '07, AE & Stephansen '08℄
|||u − uh||| ≤ infs∈H10 (Ω)

{
|||uh − s||| + sup

ϕ∈S

{B(u − uh, ϕ) + BA(uh − s, ϕ)
}}Compared to pure di�usion 
ase,triangular (and not Pythagorean) inequalityadditional 
ontribution from BA
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimate IIIIntrodu
ing arbitrary (t,q) ∈ H(div)×H(div) and rearranging yields
|||u − uh||| ≤ infs∈H10 (Ω)

{
|||uh − s|||

+ inf
(t,q)∈H(div)2 supϕ∈S

{
(f −∇·t−∇·q− (µ −∇·β)uh, ϕ)

− (K∇huh + t,∇ϕ) −
( 12 (∇·β)(uh − s), ϕ)

+ (∇·(q− βs), ϕ)
}}

≤ 2|||u − uh|||Guaranteed, globally robust, (almost) asymptoti
ally exa
t, but notpra
ti
ally 
omputableAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IParti
ular sh ∈ H10 (Ω) and (th,qh) ∈ H(div) ×H(div) need to be
hosensh: Oswald interpolate of uhth: previous di�usive �ux re
onstru
tiondof's for normal 
omponent on ea
h fa
e: ∀qh ∈ Pl (F ),
(th·nF , qh)F = (−ntF{{K∇huh}}ω + γK,F [[uh]], qh)Fdof's in ea
h element: ∀rh ∈ P

dl−1(T ),
(th, rh)T = −(K∇uh, rh)T +

XF⊂∂T ωT ,F (ntFKrh, [[uh]])FAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IIqh: adve
tive �ux re
onstru
tion in RTlh (l = p or p − 1)dof's for normal 
omponent on ea
h fa
e: ∀qh ∈ Pl (F ),
(qh·nF , qh)F = (β·nF{{uh}} + γβ,F [[uh]], qh)Fdof's in ea
h element: ∀rh ∈ P

dl−1(T ),
(qh, rh)T = (uh,β·rh)TKey property: for all T ∈ Th and all ξ ∈ Pl (T ),

(∇·th + ∇·qh + (µ −∇·β)uh, ξ)T = (f , ξ)T
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IIIAbstra
t estimate yields
|||u − uh||| ≤ |||uh − sh||| + sup

ϕ∈S
Rh(uh, sh, th,qh;ϕ)whereRh(uh, sh, th,qh;ϕ) = (f −∇·th −∇·qh − (µ −∇·β)uh, ϕ)

− (K∇huh + th,∇ϕ)

−
( 12 (∇·β)(uh − sh), ϕ)

+ (∇·(qh − βsh), ϕ)when
e Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IVRh(uh, sh, th,qh;ϕ) = (f −∇·th −∇·qh − (µ −∇·β)uh, ϕ − Π0hϕ)

− (K∇huh + th,∇ϕ)

−
( 12 (∇·β)(uh − sh), ϕ)

+ (∇·(qh − βsh), ϕ − Π0hϕ)

+
∑T∈Th∑F∈FT ((qh − βsh)·nT ,Π0hϕ)F

:=T1 + T2 + T3 + T4 + T5
Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VObserve that ‖ϕ − Π0hϕ‖T ≤ mT |||ϕ|||T with 
uto� fun
tionm2T := min{CPh2T 
−1K,T , 
−1
β,µ,T}when
eT1 =

∑T∈Th(f −∇·th −∇·qh − (µ −∇·β)uh, ϕ − Π0hϕ)T
≤
∑T∈Th mT‖f −∇·th −∇·qh − (µ −∇·β)uh‖T︸ ︷︷ ︸

ηR,T |||ϕ|||T
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VISimilarly, T4 =
∑T∈Th(∇·(qh − βsh), ϕ − Π0hϕ)T

≤
∑T∈Th mT‖(Id − Π0h)(∇·(qh − βsh))‖T︸ ︷︷ ︸

ηC,1,T |||ϕ|||Tand T3 ≤
∑T∈Th 
−1/2

β,µ,T∥∥ 12 (∇·β)(uh − sh)∥∥T︸ ︷︷ ︸
ηC,2,T |||ϕ|||T
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VIIGeneralized Friedri
hs inequality [Vohralík '05℄
‖ϕ − Π0,Fϕ‖2T ≤ CF,T ,Fh2T‖∇ϕ‖2Twith CF,T ,F = 3d on simpli
esAs a result [Vohralík '08℄

‖[[Π0hϕ]]‖F ≤ mF ∑T∈TF |||ϕ|||Twith 
uto� fun
tionm2F := min{maxT∈TF {CF,T ,F |F |h2T
|T |
K,T } , maxT∈TF { |F |

|T |
β,µ,T }}Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate VIIIUsing the fa
t that the normal 
omponent of qh − βsh is 
ontinuousa
ross interfa
es yieldsT5 =
∑T∈Th ∑F∈FT ((qh − βsh)·nT ,Π0hϕ)F

≤
∑T∈Th ∑F∈FT mF‖Π0,F ((qh − βsh)·nF )‖F

︸ ︷︷ ︸
ηU,T |||ϕ|||T
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate IXTra
e inequality [Stephansen '07, Carstensen & Funken '00℄
‖ϕ‖2F ≤ Ct,T ,F (h−1T ‖ϕ‖2T + ‖ϕ‖T‖∇ϕ‖T )with Ct,T ,F = |F |hT/|T | on simpli
esAs a result [Cheddadi, Fu£ík, Prieto & Vohralík '08℄

‖ϕ − Π0hϕ|T‖F ≤ C 1/2t,T ,F m̃1/2T |||ϕ|||Twith 
uto� fun
tionm̃T := min{(CP + C 1/2P )hT 
−1K,T , h−1T 
−1
β,µ,T + 
−1/2

β,µ,T 
−1/2K,T /2}Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate XT2 
an be either simply bounded asT2 ≤
∑T∈Th ‖K 12∇uh +K− 12 th‖T︸ ︷︷ ︸

η
(1)DF,T |||ϕ|||Tor, after IPP, as T2 ≤

∑T∈Th η
(2)DF,T |||ϕ|||T with

η
(2)DF,T := mT‖(Id − Π0h)(∇·(K∇uh + th))‖T

+ m̃1/2T ∑F∈FT C 1/2t,T ,F‖(K∇uh + th)·nF‖F
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate XIThis yields T2 ≤
∑T∈Th min{η

(1)DF,T , η
(2)DF,T}

︸ ︷︷ ︸
ηDF,T |||ϕ|||T

η
(1)DF,T alone 
annot be shown to be semi-robust [Verfürth '08℄the idea of de�ning ηDF,T using a min has been re
ently proposed in[Cheddadi, Fu£ík, Prieto & Vohralík '08℄ in the 
ontext of
onforming FEM and rea
tion�di�usion problems
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate XIIFinal result: |||u − uh||| ≤ η with
η :=

{
∑T∈Th η2NC,T}1/2

+

{
∑T∈Th(ηR,T+ηDF,T+ηC,1,T+ηC,2,T+ηU,T )2}1/2

ηNC,T := |||uh − IOs(uh)|||T (sol. non
onf.)
ηR,T := mT‖f −∇·th −∇·qh − (µ −∇·β)uh‖T (residual)

ηDF,T := min{η
(1)DF,T , η

(2)DF,T} (di�usion)
ηC,1,T := mT‖(Id − Π0h)(∇·(qh − βsh))‖T (
onve
tion)
ηC,2,T := 
−1/2

β,µ,T∥∥ 12 (∇·β)(uh − sh)∥∥T (
onve
tion)
ηU,T :=

∑F∈FT mF‖Π0,F ((qh − βsh)·nF )‖F (upwinding)Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimate XIIIGuaranteed upper bound with only known 
onstantsValid for arbitrary polynomial degree and dataCuto� fun
tions of Pé
let and Damköhler numbers (expli
itgeometri
 parameters related to mesh regularity enter some of thesefun
tions)
ηR,T represents a higher-order termExtension to nonmat
hing meshes [AE, Stephansen & Vohralík '08℄

Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
al e�
ien
y IResidual estimator ηR,T super
onvergesDi�usion �ux estimator ηDF,Tit su�
es to bound η(2)DF,T yielding
ηDF,T ≤ Cρ2,T + C C 1/2K,T
1/2K,T |||u − uh|||∗,FTwith gradient-jump residual-based estimator

ρ2,T := m1/2T 
−1/4K,T XF∈FT ω̄T ,F‖nF ·[[K∇uh]]‖Fshown to be semi-robust in [AE & Stephansen '08℄weight ω̄T ,F = 1− ωT ,F important for robustness w.r.t. di�usionheterogeneities Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
al e�
ien
y IIBounds on the estimators involving sh
ηNC,T ≤ C ( C 1/2K,T
1/2K,TT +

∥∥µ − 12∇·β
∥∥1/2
∞,TχTT) |||u − uh|||∗,FT ,

ηC,2,T ≤ C∥∥ 12∇·β
∥∥
∞,T 
−1/2

β,µ,TχTT |||u − uh|||∗,FT ,

ηU,T ≤CmTT h−1T ‖β‖∞,TχTT |||u − uh|||∗,FT ,

ηC,1,T ≤CmTh−1T ‖β‖∞,TχTT |||u − uh|||∗,FT ,with 
uto� fun
tions
χTT := min(hT 
−1/2K,TT , h1/2T 
−1/2

β,FT ), mTT := min(hT 
−1/2K,TT , 
−1/2
β,µ,TT )Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsADR: robust estimatesRe
all thatBS(u, v) := (K∇hu,∇hv) +
(
(µ − 12∇·β)u, v),BA(u, v) :=

(
β·∇hu + 12 (∇·β)u, v)De�ne BD(u, v) := −

∑F∈Fh(β·nF [[u]], {{Π0hv}})FIntrodu
e the augmented norm
|||v |||⊕ := |||v ||| + sup

ϕ∈S
{BA(v , ϕ) + BD(v , ϕ)}when ‖∇·β‖∞,T is 
ontrolled by 
β,µ,T , re
over the augmentednorm introdu
ed in [Verfürth '05℄ for stabilized 
onforming FEMthe BD 
ontribution is new and spe
i�
 to the DG settingAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsAbstra
t estimateThere holds
|||u − uh|||⊕ ≤ 2 infs∈H10 (Ω)

{
|||uh − s||| + inf

(t,q)∈H(div)2 supϕ∈S
Rh(uh, s, t,q;ϕ)

}

+ inft∈H(div) supϕ∈S

{
(f −∇·t− β·∇huh − µuh, ϕ)

− (K∇huh + t,∇ϕ) − BD(uh, ϕ)

}

≤ 5|||u − uh|||⊕only the terms in red are newtheir form is similar to that for the |||·|||-norm estimateAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsLo
ally 
omputable estimateThere holds
|||u− uh|||⊕ ≤ η̃ := 2η +

{
∑T∈Th(ηR,T + ηDF,T + η̃C,1,T + η̃U,T )2}1/2where η has been de�ned previously and

η̃C,1,T := mT‖(Id − Π0h)(∇·(qh − βuh))‖T
η̃U,T :=

∑F∈FT mF‖Π0,F (γβ,F [[uh]])‖Fthe term BD(uh, ϕ) is important so that eηU,T has its present(optimal) form with 
uto� fa
tor mFAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsGlobal e�
ien
y IDe�ne the global jump seminorm
|||v |||2#,Fh :=

∑T∈Th ;F∈FT 1
#(TF )

{ CK,T
K,TT γK,Fh−1F ‖[[v ]]‖2F + 
β,µ,ThF‖[[v ]]‖2F
+ m2

TT ‖β‖2∞,TT h−1F ‖[[v ]]‖2FF∩FT}the �rst two terms are natural for DG methodsthe term in red is not, but at least 
ontains the 
uto� fa
tor mTT
|||·|||#,Fh is similar to jump seminorm introdu
ed in [S
hötzau & Zhu'08℄, but without the 
uto� fa
torAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsGlobal e�
ien
y IIThere holds
η̃ ≤ C̃ (|||u − uh|||⊕ + |||u − uh|||#,Fh )C̃ 
an depend on the ratiosCK,T/
K,T and (‖µ‖∞,T + ‖ 12∇·β‖∞,T )/
β,µ,Tfor all T ∈ Th and the ratios
β,µ,T/
β,µ,T ′for all T ,T ′ ∈ Th sharing a fa
eAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsGlobal e�
ien
y IIIAs a result,
|||u − uh|||⊕ + |||u − uh|||#,Fh ≤ η̃ + |||uh|||#,Fh

≤ C̃ (|||u − uh|||⊕ + |||u − uh|||#,Fh )fully robust result for DG methods applied to ADRsharper than [S
hötzau & Zhu '08℄ be
ause of 
uto� fa
tor in jumpseminormyet, not fully satisfa
tory sin
e a priori estimates for the jumpseminorm are not establishedAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsNumeri
al results
Pure di�usionADR (energy norm estimates)

Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsPure di�usion ISmooth solution in the unit squareu(x , y) = 
os(0.5πx) 
os(0.5πy), K = Id and suitable fp = 1, unstru
tured meshes l = 0 l = 1N |||u − uh ||| ηNC ηR ηDF e�. ηR ηDF e�.112 3.16e-1 1.25e-1 7.01e-2 3.60e-1 1.2 5.13e-3 3.58e-1 1.2448 1.58e-1 6.85e-2 1.76e-2 1.82e-1 1.2 6.90e-4 2.22e-1 1.51792 7.88e-2 3.53e-2 4.40e-3 9.10e-2 1.2 8.05e-5 9.43e-2 1.37168 3.93e-2 1.77e-2 1.10e-3 4.55e-2 1.2 1.01e-5 4.76e-2 1.3order 1.1 1.1 2.1 1.1 - 3.2 1.1 -
ηR sharper for l = 1, ηDF similar in both 
asesAlexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsPure di�usion IISingular solutionUnit square divided into 4 subdomains, f = 0Heterogeneity ratio α = 100, u ∈ H1.127(Ω)p = 1, unstru
tured meshes l = 0 l = 1N |||u − uh ||| ηNC ηDF e�. ηDF e�.112 3.27 11.8 2.39 3.7 1.89 3.7448 3.11 11.3 2.33 3.7 1.84 3.71792 2.93 10.8 2.23 3.8 1.77 3.77168 2.75 10.3 2.12 3.8 1.68 3.8order 0.09 0.08 0.08 - 0.07 -
ηR = 0 in both 
ases, ηDF slightly sharper for l = 1
ηNC dominates Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsPure di�usion IIIAdaptive meshes for singular solution
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Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsADR I
Ω = {0 < x , y < 1}, µ = 1, β = (1, 0)t , K = 10−4IdAnalyti
al solution with internal layeru = 12x(x − 1)y(y − 1) (1− tanh(10− 20x))Energy norm estimates (semi-robust setting)p = 1, stru
tured meshesN |||u − uh ||| ηNC e�. l = 0 e�. l = 1128 1.72e-3 2.73e-3 80 89512 5.68e-4 6.74e-4 124 1282048 2.14e-4 1.66e-4 145 1528192 1.00e-4 6.78e-5 126 127order 1.1 1.3 - -Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD



Introdu
tionLa méthode GDEstimations d'erreur a posteriori Pure di�usionADR: semi-robust estimatesADR: robust estimatesNumeri
al resultsADR II l = 0 l = 1N ηR η
(1)DF ηU ηR η

(1)DF ηU ηC,1128 6.84e-2 1.06e-3 6.98e-2 1.92e-2 1.03e-3 6.98e-2 6.55e-2512 3.41e-2 6.20e-4 3.60e-2 3.44e-3 5.71e-4 3.60e-2 3.38e-22048 1.63e-2 3.23e-4 1.47e-2 2.01e-3 2.86e-4 1.60e-2 1.46e-28192 5.80e-3 1.60e-4 6.70e-3 3.66e-4 1.45e-4 6.70e-3 5.68e-3order 1.5 1.0 1.1 2.5 1.0 1.1 1.5
ηR 
onverges faster for l = 1 than for l = 0
η

(1)DF takes small values in both 
ases
ηC,2 = 0 sin
e ∇·β = 0
ηU and ηC,1 dominate (ηC,1 = 0 for l = 0)little gain when going from l = 0 to l = 1Alexandre Ern Estimations d'erreur a posteriori pour les méthodes GD
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