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Résumé

La théorie de I'interpolation fonctionnelle (i.e. le développement des fonctions entieres
en séries de polynomes ayant des racines dans un ensemble donné) a joué un role important
en approximation diophantienne au début du 20eme siecle. En particulier, Pélya [6] s’est
appuyé dessus pour montrer que la fonction 2% est la fonction entiere de plus petite crois-
sance qui envoie N dans Z. La transcendance de e“ pour tout nombre algébrique a # 0
(théoreme de Hermite-Lindemann) a également été obtenue par Siegel [8] en développant
exp(z) en certains points d’interpolation.

Les méthodes d’interpolation se sont avérées cruciales dans la preuve de Gel’fond de la
transcendance de e™ (voir [3]), ce qui a constitué un pas important vers la solution du 7éme
probleme de Hilbert que o” est transcendant pour «, 8 des nombres algébriques tels que
a # 0,1 et [ est irrationnel. En dépit de travaux de Boehle [2], Kuzmin [4] et Siegel [8]
par exemple, les méthodes d’interpolation en transcendance furent par la suite remplacées
par des méthodes plus puissantes (mais moins explicites) utilisant des fonctions auxiliaires
construites a ’aide du lemme de Siegel.

Le but de mon exposé est de d’expliquer mon récent article [7] dans lequel je montre
comment un autre procédé d’interpolation peut étre utile en théorie de l'irrationalité. Plus
précisément, je montre que lirrationalité de log(2),{(2) et ((3) (théoreme d’Apéry [1])
peuvent étre obtenues en développant la fonction zéta d’'Hurwitz ((s,z) = > ;o 1/(k +
z)® ou d’uatres fonctions liées en séries d’interpolation de fractions rationnelles, et pluss
seulement de polynomes. Un tel procédé d’interpolation a été étudié pour la premiere fois
par René Lagrange [5] in 1935 lorsque le degré des numérateurs et des dénominateurs des
sommandes rationnels sont essentiellement égaux. J’ai utilisé certaines de ses formules
pour montrer le résultat suivant.
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ot Ag = ((2) et, pour tout n >0,
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La courbe 6, entoure les points 0,1,... n mais aucun des poles de ((2, z).

Par définition, (u)o = 1 et (4)p, = u(u+1)---(u+m — 1) for m > 1.) L’irrationalité
de ((3) est un corollaire de ce théoreme. En effet, par le théoreme des résidus, on calcule
facilement le coefficient A,, et on en déduit que

S An = un((3) —v, €Z((3) + Z

ou d, =lem(1,2,...,n). De plus, Uexpression intégrale de A,, nous donne
lim sup(d> A,)Y/" < e3(vV2 - 1)* < 1.
n—-+o0o

Comme ((2,z) n’est pas une fraction rationnelle de z, on a nécessairement que A, # 0
pour une infinité d’entiers n et 'irrationalité de ((3) en découle.

On peut également obtenir l'irrationalité de log(2) par U'interpolation de René Lagrange
mais je ne sais pas le faire pour obtenir celle de ((2). J’ai mis en place un nouveau
procédé d’interpolation par des fractions rationnelles dont les degrés des numérateurs et
dénominateurs sont différents. L’irrationalité de ((2) est alors une conséquence du résultat
suivant. Par un léger abus de notations, posons
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Theorem 2 (RIVOAL, 2006). Pour tout z € C\ {—1,-2,...}, on a
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La courbe 6, entoure les points 0,1,... ,n mais aucun des poles de ((1, z).

Abstract

Interpolation series theory (i.e., expansion of entire functions in series of polynomials
where the roots of the polynomials belong to a fixed set of C) played an important role
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in diophantine approximation at the beginning of the 20th century. In particular, it was
used by Pélya [6] when he proved that the function 2% is the entire function of smallest
growth which sends N in Z. The transcendence of e® for any algebraic number o # 0
(Hermite-Lindemann theorem) was also obtained by Siegel [8] by expanding exp(z) at
suitable interpolation points.

Interpolation methods were crucial in Gel’fond’s proof the transcendence of e™ (see [3]):
this was a first step towards the proof of Hilbert’s 7th problem that a” is transcendental
when «, 3 are algebraic numbers, with o £ 0,1 and ( irrational. Despite some works by
Boehle [2], Kuzmin [4] and Siegel [8] for example, interpolation methods were replaced by
more powerful (but less explicit) methods based on auxiliary functions contructed using
Siegel’s lemma.

The aim of my talk is to report on my recent work [7], in which I show how another kind
of interpolation process can be used in irrationality theory. More precisely, I show that the
irrationality of log(2),((2) and ((3) (Apéry’s theorem [1]) can be obtained by expanding
the Hurwitz zeta function (s, z) = > ;- 1/(k + 2z)* or related functions in interpolation
series of rational functions (not only polynomials). Such an interpolation process was first
studied by René Lagrange [5] in 1935 when the degree of the numerators and denominators
of the rational summands are essentially equal. For example, using certain of his formulae,
I proved the following result.

Theorem 3 (R1voAL, 2006). For all z € C\ {—1,-2,...}, we have that
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where Ay = ((2) and, for alln >0,
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The curve 6, encloses the points 0,1,...,n but none of the poles of ((2, z).
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(By definition, (u)o = 1 and (u),, = u(u+1)--- (u+m—1) for m > 1.) The irrationality
of {(3) is a corollary of this theorem. Indeed, by the residue theorem, it is easy to compute
explicitely the coefficient A,, and to deduce that

d> Ay = unC(3) —v, € Z((3) + Z

where d,, = lem(1,2,...,n). Furthermore, from the integral representation of A,,, we obtain
that
limsup(d® 4,)Y" < e3(v2 —1)* < 1.

n—+o0o
Since ((2, z) is not a rational function of z, we necessarily have A,, # 0 for infinitely many n
and the irrationality of {(3) is proved.



One can also obtain the irrationality of log(2) by René Lagrange’s interpolation but I
don’t know if it is possible to obtain that of ((2) by these means. Instead, I found new
interpolation formulae which enabled me to use rational functions with unequal degrees
for the numerators and denominators. The irrationality of ((2) is then a consequence of
the following theorem. By a slight abuse of notations, let

-5 (1-1)

n=1

Theorem 4 (RIVOAL, 2006). For all z € C\ {—1 —2,...}, we have
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The curve 6, encloses the points 0,1,...,n but none of the poles of ((1, z).
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